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-XX. —1— •
刖 B

生活中唯一确定的事就是不确定性，不确定性无处不在。概率论和数理统计是以不确定

性为研究对象的科学，为人们认识随机现象提供了重要的思维模式和解决问题的方法。英国

作家威尔斯 (Herbert George Wells, 1866—1946) 曾预言：“统计的思维方法，就像读与写的
能力一样，将来有一天会成为现代公民的必备能力 而这一天已经来到！万维钢在《万万没

想到：用理工科思维理解世界》一书中说：“概率论是比万有引力和基因复制更重要的知识,

是现代公民的必备常识，有没有这种思维，直接决定一个人的 '开化' 程度。”这句话虽然听

起来有些夸大其词，但事实确实如此。概率论刻画了不确定性的本质，而数理统计则试图通过

现实观测数据去理解和运用这种本质。在信息爆炸的今天，概率和统计已经成为人们进行最

佳决策的必备工具。因此，学会用概率思维和统计方法去看待、分析、解决实际生活问题，已

经成为现代公民必备的基本科学素质之一。

数据是人们认识和理解不确定性的媒介。在当今大数据时代，能够有效地收集、整理和分

析数据是现代大学生必须要具备的基本能力。数理统计通过研究受随机因素影响的数据，从

中寻找确定性的规律，加以利用并创造价值。因此，凡是有一定量数据出现的地方，都会用到

数理统计，例如，科学实验中有效数据的获得和分析、经济数据的调查和分析、保险费费率的

计算、管理决策、生命科学中的基因识别、精准医疗、人工智能、语音识别、网络中黑客攻

击、流量计算以及军事方面等。所以，概率论与数理统计课程已经成为大学本科教学中的必

修课程。如何有效地收集和处理数据，并对所考虑的问题作出判断和预测？一是要有概率论

的基础知识，二是能正确使用统计方法和统计软件来有效地处理数据，得到科学的结论。

学习概率论的过程中要注重构建知识框架。概率论是建立在公理化体系之上的数学分支,

是一套研究随机事件发生规律的数学框架。因此，它有着自己特有的符号表示、运算规则和

演绎式推理方法。我们在学习中要抓住对基本概念、基本原理和基本技巧的理解和应用。概

率论是与实际联系最紧密的数学分支之一，学习时要注重对社会和科学研究的应用。对一个

实际问题，要注重建立其和概率模型之间的联系，进而使用相应的数学方法去解决问题。

学习数理统计的过程中要培养统计思想。统计思想的要点是“随机”，数据是随机的，任

何一个事件的发生或任何一个结论都不是 100% 确定的，所以统计中充满了辩证法。从方法

论看，统计学是归纳思维，处理任何一个事件，都要具体问题具体分析，条件不同，场合不同,

统计结论不必相同。我们应该从大量发生的事件中，找出有规律性的结论。从统计学的角度出

发，通过对数据的分析和处理得出的结论和决策都不是确定的，每一个都包含了人为的因素。

同样一批数据，站在不同的立场，用不同的方法分析，会得出大相径庭的结论。如果不懂统计

学，就不可能理解这种现象，会认为统计学与谎言没有区别。所以统计学不仅是一门科学，也

是一门艺术。

本书前四章讲述概率论的基础知识。从第五章起,讲述有关统计学的概念、统计推断和统



前言

计模型。本书试图把概率统计与物理学、微积分和线性代数的知识联系起来，这将有助于知

识的融合和今后的应用。在内容上，对有关的概念作了较为深入的解释。例如，为什么事件运

算可以等同于集合运算？独立的本质是什么？分布的用途是什么？随机变量的数字特征有什

么意义？如何用好样本的二重性？我们特别加强了用几何的直观来解释相关系数、方差下界

和线性回归系数的最小二乘估计,给出了如何设立原假设和备择假设的原则,拒绝原假设和接

受原假设的统计含义等。

在内容组织上,我们在每章开始设有学习目标的导读，让读者明白本章学习的目的。在每

章的结束，我们给出了知识点结构图和重点概念总结，帮助读者梳理概念的内涵，以及重点和

难点，也指出了在此基础上进一步学习的方向。对一些主要的概念和重点难点，读者可以通过

扫描页边上的二维码学习有关的视频讲解和模拟实验分析。在学习时，不是每一章的全部内

容都需要精读，一般按导读的学习目标和指出的重点、难点学习即可，其余内容是为了满足希

望更深入了解概率统计原理和方法的读者的需求。

在介绍概率论和数理统计理论知识前,我们加了一点简史,感兴趣的读者可以继续阅读有

关参考书，加强自己对概率统计有关概念和方法的溯源。在书中，我们也力图体现统计思想,

力图给出问题背景，力图使用生活中的例子，力图培养读者的统计思维能力，也尽可能地扩展

概率统计知识，但是一定会有许多不足之处,望大家能够不吝赐教。

本书选编的习题分为两部分，其中大部分是为了巩固本章的学习内容而设。另一部分带

的习题，有些是概率统计中非常重要的内容，但是超出了课程教学大纲的范围，为了拓展

读者的知识面，我们加上提示后放在习题中；有些涉及微积分等其他学科知识，且需要一定的

技巧才能得出答案，这些习题可以更深程度地锻炼读者的思维能力。部分习题参考了国内外

教科书，也有若干习题参考了国内考研试题。读者只有独立完成一定量的习题，才能完全掌握

概率论与数理统计的思想和方法。在此，感谢中国科学技术大学统计与金融系概率统计教研

室各位同仁为本书编写提出的建议，以及提供的大量习题和丰富多彩的扩展阅读材料。

线性模型是统计应用中用得最多的一种统计模型，所以我们对这部分内容作了一个简单介绍,

目的是让初学者了解有这个统计模型,在许多场合下可以进行实际数据的处理。考虑到对本课程

的学时安排，实际教学可以有如下两种安排：如果每周 3 学时，那么可以讲完第九章“非参数假

设检验”，而“相关分析和回归分析”这一章的内容可供参考阅读；如果每周 4 学时，那么可以

讲完本书中关于线性回归的基础知识。

在此，感谢韦来生教授和审稿专家仔细审阅了本书，并提出了非常宝贵的意见和建议。

缪柏其 张伟平

2022.3
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在线模拟实验简介

血.实验 扫描实验 1的二维码进行三门问题模拟实验，重复实验，观察胜率的变化.

实验1 三门问题

下面我们简要说明这些在线模拟实验.

本书提供了概率和统计重要知识点的配套交互式在线模拟实验. 精心设计这些在线模拟

实验目的是帮助读者直观理解重要的概率和统计概念，以及进行统计推断.书中的重要概念或

应用方法处均注有如何使用相应在线模拟实验的说明.例如

三门问题模拟实验演示了条件概率的应用.

9 二项分布、负二项分布、泊松分布、均匀分布、指数分布、正态分布、f 分布、t分布和

F 分布等概率分布实验演示了不同参数下这些概率分布的密度函数和分布函数形状.

9 大数定律和中心极限定理实验演示了样本均值在不同参数与不同样本量设置下的分布

特点. 例如在中心极限定理实验中，我们可以观察对不同的分布类型，样本均值随样

本量增加时的分布情况，观察其与正态分布曲线之间的关系，从而直观上理解中心极限

定理.



在线模拟实验简介

争 总体与样本实验从可视化角度解释了总体与样本之间的关系，以及总体是如何抽象为随

机变量的. 抽样分布实验则对不同类型的总体分布，揭示了常见统计量的分布情况，以

及其与总体特定特征之间的关系.

最大似然估计实验演示了使用梯度算法从给定初始值出发求解似然函数最大值点的数

值迭代过程.德军坦克问题实验模拟了通过样本最大值估计总体最大取值的性能.

。置信水平与覆盖率实验则通过重复模拟计算置信区间，并得出实际覆盖率. 以帮助读者
直观上理解置信区间与置信水平的含义.

样本均值

@ 比例的置信区间实验模拟比较了总体比例的 10种置信区间在不同样本量、不同比例值

下的实际覆盖率差别，揭示了对构建比例的置信区间时所遇到的特别问题.

II



在线模拟实验简介

比例0的置信区间

置信水平1— a

J 0.95

加矮U

I 25

成功概率P

! 0.2

置m区防法
j asymptotic

固定P,变化口

江的最大取值

目固定羯变化N

置信区间 不同n或P下的实际覆盖率比较 参考文献

asymptotic方法0.95 CI覆盖率振荡现象：固定P=0.2以及u=25至80

功效函数实验可视化了检验的两类错误，拒绝域的形状以及检验在不同参数值处的功

效. 一样本 Z 检验、一样本 t 检验、两样本 t 检验、正态方差的检验、比例 p 的检

验和两样本比例的检验等这些实验提供了相关检验的计算过程以及拒绝域的图示.

9 拟合优度检验和正态性评估实验对总体分布类型的检验问题提供了可视化和量化工具.

。相关性分析、最小二乘简单线性回归和多重线性回归分析等实验使得两个变量之间的
线性关系，最小二乘估计的直观想法，以及多重回归分析的参数估计、变量选择和模型

诊断过程更加可视化.

在线模拟实验手机扫码建议横屏观看.
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第一章 事件及其概率

学习目标

了解概率论发展简史

理解概率的定义，掌握古典概型问题的计算方法

理解条件概率，熟练使用全概率公式和贝叶斯公式进行概率计算

理解事件的独立性并应用其计算概率

1.1 概率论简史

概率 (probability), 又称或然率、几率，是表示某个事件出现的可能性大小的一种数量指
标,介于 0 和 1 之间.这个概念笼统地说起来很容易理解，但是如果从理论上或哲学上去分析

和理解，就可以提出许多问题，所以它的数学理论基础很晚才建立，然而对概率的研究应该说

很早就开始了. “概率”这个概念形成于 16 世纪，与掷骰子进行的赌博活动有关，现在也难

以确定此概念最早由何人提出.当时相当多的数学家对赌博中的问题(不是赌博本身)产生了

浓厚的兴趣，其中最著名的是 1654 年帕斯卡 (Blaise Pascal, 162311662) 与费马 (Pierre de

Fermat, 1601-1665) 就赌博中的数学问题所展开的讨论. 在讨论中提出了“期望”的概念.
在讨论中，假设有两个赌徒相约赌若干局，谁先赢 s 局就算赢.但是赌局因故没有赌满 s 局,
其中赌徒 4和 B 分别赢了 0局和 6 局 (a+ b< 2s - 1),问赌本该如何分？这里不妨简单地

假设：规则为五局三胜制且没有平局，现在赌徒 4 和 6的赌本都是 150 元,在分别赢了 2 局

和 1 局后赌博因故停止，问赌本如何分比较合理？一种方法认为，以双方赢率 (odds)2 :1 来

分比较合理，即 A 得 300 x 2/3 = 200 元，B 得 300 x 1/3 = 100 元.另一种分赌本的方法是,

设想他们再继续赌下去，则第 4 局和第 5 局的结果有 4 种可能

AA,AB,BA,BB.

这 4 种可能结果中，只有 1 种结果 B 能赢，而其余 3 种结果都是 A 赢.所以赌本更合理的分

发应该按 3:1 来分，即 4 得 225 元 B 得 75 元.

之后，几个数学大家惠更斯 (Christian Huygens, 1629—1695),伯努利 ( Jacob Bernoulli,

1655—1705), 棣莫弗 (Abraham De Moivre, 1667—1754) 等都研究了这样的问题. 惠更斯于
1657 年出版的《论赌博中的计算》可以说是概率论发展史上的第一部专著.18 世纪，伯努利

对“频率接近概率”这一事实给出了理论解释的这一奠基性工作，使概率论逐步成为独立的

数学分支.1713 年,伯努利的著作《猜度术》成为概率论发展史上影响深远的名著，他成为被



第一章 事件及其概率

公认的概率论的主要创始人之一.

1812 年，法国的拉普拉斯 (Pierre-Simon Laplace, 1749—1827)在著作《分析概率论》中

最早叙述了概率论的几个基本定理,给出了古典概率的明确定义,建立了观测误差理论及最小

二乘法.他从统计角度指出，法国邮局因信封上地址不明或完全没有地址的信件数目在许多

年间几乎保持不变. 1814 年，拉普拉斯在《概率的哲学探讨》一书中，记载了一个有趣的统计

事例.他根据伦敦、圣彼得堡、柏林和全法国的统计资料,得出几乎完全一致的男婴和女婴的

出生比例为 22:21,即约为 104.76:100. 可奇怪的是，当他统计 1745—1784年整整 40年间巴

黎男婴出生率时，却得到另一个男婴和女婴的出生比例 25:24 (约为 104.17 : 100),比一般的男

婴出生率要低一点，什么原因？他调查了巴黎教堂中死去的男婴后，发现巴黎人有遗弃男婴的陋

习，如果把这些遗弃的男婴计入出生的男婴中，则巴黎男婴和女婴的出生比例又回到了 22:21.

但是概率论的公理化体系没有像数学中的其他分支一样发展起来，数学家们解决的都是

特殊问题. 1900 年，希尔伯特 (David Hilbert, 1862-1943) 在巴黎召开的第二届国际数学家
大会上提出了 23 个著名的数学问题，主题是对新世纪数学发展方向的探讨.他指出：“只要

一门科学分支中充满大量问题，它就充满生命力，缺少问题则意味着死亡或独立发展的终止

所谓展望未来，指出数学未来发展的方向，在很大程度上就取决于是否能提出体现和推动新

世纪数学发展的问题.希尔伯特的这些问题引领了 20 世纪数学前进的方向.其中建立概率论

的公理化体系是他提出的第 6 个问题“借助公理来研究那些在其中数学起重要作用的物理科

学，首先是概率和力学”中的一部分*.

此后，经过庞加莱 (Jules Henri Poincare, 1854—1912)、博雷尔 (Emile Borel, 1871—
1956)> 切比雪夫 (Pafnuty Chebyshev, 1821一1894)、马尔可夫 (Andrei Andreyevich Markov,
1856一1922)、李雅普诺夫 (Aleksandr Lyapunov, 1857一1918)、莱维 (Paul Levy,1886—1971)、
费勒 (William Feller, 1906—1970)、辛钦 (Aleksandr Khinchin, 1894—1959)等数学大家的

努力，在 1933 年，苏联数学大家科尔莫戈罗夫 (Andrey Kolmogorov, 1903-1987)集大成，提

出了概率论的公理化体系.经过科尔莫戈罗夫、伯恩斯坦 (Sergei Bernstein, 1880—1968)、辛
钦、斯卢茨基 (Eugen Slutsky, 1880—1948) 和莱维等人的努力，概率论的一整套基本概念被
完全置于集合论、函数论和测度论等观点下，为现代概率论的迅速发展打下了坚实基础.

许宝骡 (Pao-Lu Hsu, 1910—1970) 先生是我国早期从事数理统计和概率论研究并达到世
界先进水平的一位杰出学者.自 1940 年起，他对样本方差分布的渐近展开和特征函数进行了

深入研究. 1947 年，他和罗宾斯 (Herbert Robbins, 1915-2001) 合作提出的“完全收敛”是
后来一系列有关强收敛速度研究的起点L

20世纪 50年代以来,在现代技术和统计发展的强烈需求推动下，概率论的理论和应用都

* 中国科学院自然科学史研究所数学史组，中国科学院数学研究所数学史组，1981. 数学史译文集 [M]. 郑惟厚，译.
上海：上海科学技术出版社.

十 中国大百科全书总编辑委员会《数学》编辑委员会，1988. 中国大百科全书：数学 [M], 北京：中国大百科全书出版
社：183.
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1.2 随机试验和随机事件

有较快的发展. 1951 年，日本的伊藤清 (Kiyosilt6,1915-2008) 建立了关于布朗运动的随机
微分方程的理论.1953年，杜布 (Joseph Leo Doob, 1910—2004) 的名著《随机过程论》问世,
随机过程理论得到迅速发展.近年来，随着鞅论的进展，关于半鞅的研究和应用得到进一步发

展. 20 世纪 60 年代，法国学派基于马尔可夫过程和位势理论，在相当大的程度上发展了随机

过程的一般理论,我国学者在这方面也有较好的工作*.近年来,我国学者在随机过程、高维数

据的理论与方法等概率论各领域都取得了很好的工作.

1.2 随机试验和随机事件

概率论以随机现象为研究对象，所谓“随机”，是指其结果不可预先确定.为了方便描述

问题，我们首先给出下述有关的几个基本概念.

定义 1.1 随机试验

随机现象是自然界和社会中一类结果不可预先确定的客观现象. 当人们观测它时，所

得结果不能预先确定，仅仅是多种可能结果中的一种. 对随机现象的实现或对它的某

个特征的观测过程即称为随机试验，简称试验.

在自然界和社会中，存在着大量的随机现象.例如，观测掷一枚硬币，会出现正面(H)或

反面(T),但是在掷之前,无法确定结果是正面还是反面;购买一张彩票,未开彩之前不知道是

否会中奖；某工厂生产的灯管寿命；经常食用燕麦片能否降低胆固醇；某种药物对治疗某种疾

病是否有效等.

由上述定义，随机试验的结果不唯一，在试验前不知道会出现哪个结果. 此外，随机试

验一般在相同条件下是可以重复的.例如,掷一枚硬币 3次,可能的结果有 8种：HHH.HHT,

HTH.THH.HTT.THT.TTH.TTT.在掷完硬币前,我们不知道是 8种可能结果中的哪一种,

但是试验后出现的结果是这 8 种结果之一. 这样的试验可以重复进行.这种在相同条件下的

可重复性，为我们通过观察分析有限次试验结果来了解随机试验结果发生的可能性大小提供

了可能.

定义 1.2 样本空间与事件

随机试验的每一个可能出现的结果称为基本事件，它是随机试验结果的最小单位，不能

再分拆. 而由若干个基本事件组成的一个结果称为随机事件 (简称事件). 事件通常用

英文大写字母 4,8,•… 来表示.随机试验中所有基本事件所构成的集合称为样本空间

(sample space), 通常用 o 或 S 来表示. 样本空间的元素称为样本点，通常用/ 表示.

显然，每个样本点即为一个基本事件.

* 中国大百科全书总编辑委员会《数学》编辑委员会，1988. 中国大百科全书：数学 [M]. 北京：中国大百科全书出版
社：642.
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第一章 事件及其概率

扫描视频 1 的二维码观看关于样本空间与事件的讲解.

由上述定义，一个随机试验的样本空间 O 是由该试验所有可能结果所组成的集合.根据

样本空间 D 的大小，可以将样本空间分为三类：有限样本空间（仅含有有限个样本点）、可数
无穷样本空间（含有无穷且可数个样本点）和不可数样本空间（含有无穷且不可数个样本点）.

例1.1 掷 3 次硬币的随机试验中，样本空间

O ={HHH,HHT,HTH,THH,HTT,THT,TTH,TTT}.

这是一个有限样本空间，所有 8 个可能结果都是基本事件,而“恰好出现一次正面”是试验中

的一个事件，它由 3 个基本事件 HTT.THT.TTH 组成.如果试验是“研究掷出三个正面所

需掷的次数”，那么样本空间为d= {1,2,.・・}, 这是一个可数无穷样本空间.

例1.2 在灯管的寿命试验中，样本空间

^
={t:t>0},这是一个不可数样本空间. 而

"= w = 500}表示“灯管寿命恰为 500 h” 这个基本事件,A ={t> 500}表示 "灯管寿命超
过 500 h” 这一事件.

例L3 著名的意大利物理学家、天文学家伽利略（Galileo Galilei, 1564—1642）曾被人请
教过如下问题：一次投掷 3 个骰子，3 个骰子点数之和为 9 有 6 种不同情况，点数之和为 10

也有 6 种不同情况，这两种结果应该有相同的概率，但由试验知道点数之和为 9 的结果比点

数之和为 10 的结果明显要少.这是为什么？

解 伽利略深入思考后指出，如果把3个骰子分别标上 1,2,3 的记号，就能解释此现象.记

〈公"水〉为 3 个骰子掷出的点数，0={〈分/k〉：1 e / k 6}, 即8"/〉为 0 中的

基本事件.记 0mI）={3个骰子掷出的点数之和=加},它由满足分 + k = m 的基本事件

〈分jk〉组成.具体如下：

m= i+ j k 〈工工k〉的个数 /= 公+/ + k 〈6,一电〉的个数

3 1 11 6

4 1 12 6

5 2 13 5

6 3 14 4

7 4 15 3

8 5 16 2

9 6 17 1

10 6 18 1

视频1 样本空间与
事件

如果每个基本事件出现的机会是相同的，那么 0（9）的概率与 0（10）的概率相同，都

是 6/56. 伽利略的思路是：把 3 个骰子分别标上 1,2,3 的记号（可区分），以 表

4
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定义概率的要求，它由样本空间中的所有可测集及其可数交、并以及补运算来产生§, 详细讨

论见（苏淳 等，2020）或者（张颖，2018）. 因此，更准确地说，0 代数尸中的元素称为事件.

事件的运算

对事件 应 如果随机试验的结果恰好出现在 A 中，那么我们就称事件 A 在此次随机试验

下发生，简称事件 A 发生.为了方便事件概率的计算，我们需要了解不同事件之间运算的规律.

首先考虑事件的两种极端情况.

定义 1.3 必然事件和不可能事件

样本空间本身称为必然事件，因其在随机试验中必然会发生，通常用口或 S 来表示.
空集称为不可能事件，由于其不包含任何样本点，故在随机试验中不可能发生，通常用

0 表
串

例如，有人问，明天下雨吗？回答：明天可能下雨，也可能不下雨.他把天气的各种情况都

说了，这是一个必然事件，当然预报就非常准确. 例如，在掷 3 次硬币的试验中，“出现 4 次

正面”是不可能事件.

年 注 习惯上，人们将必然事件发生的概率设置为 1,将不可能事件发生的概率设置为 0.但

是发生概率为 1的事件未必是必然事件，发生概率为 0的事件未必是不可能事件.

除了这两种特殊事件外，其余的事件在随机试验中可能发生，也可能不发生.

如果随机试验的样本空间足够大，我们就可以把使得 A 发生的全部试验结果集合 4 和

事件 /建立一一对应，把随机试验所有可能结果构成的集合和必然事件 的对应，不含随机试

验结果的集合 0和不可能事件 0对应，那么事件的运算可以转化为集合的运算.

下面我们定义有关事件运算中的几个基本概念.

定义 L4 事件的和

事件 A和事件 B中至少有一个发生,记为 AUB,称为 4与5的和.事件的和运算等同
于集合运算“并 两个事件和的运算可以推广到几个（或可数个）事件 4,42,・・・，4

n

的和 41UA2U・・・UA九，简记为 U 4人 表示这 n 个事件中至少有一个事件发生.
i=l

记试验的结果为样本点0则“事件 ZU6发生”描述了样本点 3包含于 中，即

G w Aug 表示 g e 4或 g eb因此事件 A 和事件 B 中至少有一个发生.图 1.1的维恩图

（Venn diagram）中阴影部分表示了 A\J B.

OO

§0 的子集组成的集类 尸称为b 代数，是指满足 0 w 万； 若 4,4,… e 下，则 U ak G 产； 若
k=l

A e尸，则hc e尸.
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1.2 随机试验和随机事件

示第 1,2,3 号骰子分别掷出的点数为 ，"幻 考虑的样本空间为 02 =｛位力劝 ：分 =

1,2,- ••,6｝, 容易算出此样本空间有 6 x 6 x 6 = 216 个基本事件.如果〈分"k〉中 分"用

全不相同，那么 Gjk〉由 02 中 6 个基本事件构成，如果有 2 个骰子出现相同点数，即

或〈3k,k〉，， 卜，那么由 心 中 3 个基本事件构成，而〈，,分,分〉由 心 中 1 个基本事

件构成.由此可以算得， 中的事件 0(9)由的2 中 6+ 6+ 3+3+ 6+1= 25 个基本事件

组成，0(10)由题2 中 6+ 6+3+6+3+3 = 27个基本事件组成，当 02 中基本事件满足等
可能性时，由上述结果可以得出 0(9)比 0(10)的概率要小.试验结果说明伽利略的考虑是

正确的. 口

例1.4(伯川德悖论) 法国数学家伯川德 (Joseph Bertrand,1822—1900) 在 1889 年提出
一个有趣的问题：在单位圆内随机取一条弦，其长度超过该圆内接等边三角形边长的概率是

多少？

这个问题产生了不同的答案，原因在于“随机取一条弦”不够具体，不同的“等可能性假

定”导致了不同的样本空间.例如，可以假定弦的中点在直径上均匀分布，直径上的点组成样

本空间；或者假定弦的另一端在圆周上均匀分布，圆周上的点组成样本空间；又或者假定弦的

中点在圆内均匀分布，圆内的点组成样本空间.

注 (1)基本事件的定义依赖于随机试验的精度、我们关注什么样的结果，以及能否方

便计算有关事件的概率等.例如，在掷 3次硬币的试验中，如果我们仅仅关注每次掷完后有

几次正面向上，那么我们可以定义基本事件 4=｛试验中恰有 i 次正面向上｝,i = 0,1,2,3,

样本空间由 4 个基本事件组成.但是后面会看到，这样定义基本事件后，每个基本事件发

生的可能性不一样，不太好计算事件发生的概率，所以常用考虑“正面出现在哪一次”的

样本空间，其中有 8 个基本事件，这 8 个基本事件发生的可能性是一样的. 目的是计算我

们感兴趣的事件的概率，所以要选择好样本空间.例 1.3 和例 1.4 就说明了选择适当样本空

间的重要性.

(2) 在可以用排列或组合来计算样本空间中基本事件个数时，首先要选择好是用排列还

是组合来计算 (两种都可以使用时，用组合得出的基本事件是由用排列得到的若干个基本事

件合起来构成的事件)，选定以后不能改变.

(3)上述事件的定义并没有考虑是否可以对其赋予概率的问题. 当我们视事件为样本空

间子集时，如果样本空间包含有限或者可数个样本点，那么其所有可能的子集 (包括全集和空

集) 都可以被赋予概率. 但是当样本空间包含不可数个样本点时，问题变得比较复杂. 在不

可数样本空间的所有子集上定义概率很可能会导致逻辑上的困难，即对样本空间的一些子集

(称为不可测集)很可能无法定义概率. 因此，需要对能够定义概率的样本空间子集给出明确

的定义，这相当于给出概率的“定义域”.人们通过考虑在样本空间的子集上定义适当的代数

结构，使得逻辑严密且自洽，为定义概率提供便利. 由样本空间所生成的 c 代数 尸 满足我们
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1.2 随机试验和随机事件

图 1.1 事件的和

定义 L5 事件的差

事件 A 发生而事件 B 不发生，记为 4 — B 或 4员称为 A 与 5的差.

记试验的结果为样本点q 则以 e 4 —5表示 a e 4“e R 如图 1.2中阴影部分所示.

图 1.2 事件的差

定义 1.6 事件的积

事件 A 和事件 B 同时发生，记为 AnB.A- B 或 称为 4 与 8 的积. 事件的

积运算等同于集合运算“交" . 两个事件积的运算可以推广到 n 个（或可数个）事件
n 72

Ai,A2,• • • ,An 的积40 A2 0 • • • A An,简记为「IAi 或 ][4, 表示这 72 个事件同
e=1 6=1

时发生.

记试验的结果为样本点 口，则 s e a c B 表示 以 e 4M e B. 如图 1.3 中阴影部分

所示.

图 1.3 事件的积
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第一章 事件及其概率

事件 A 和事件 B 不能同时发生，即 = 0,称为事件 A 和事件 B 不相容 (incom¬
patible) 或互斥 (mutually exclusive). 若一列事件中任意两个事件不相容，则称其为两
两不相容事件列.

图 L4 表示了事件 A和事件 B 不相容.

图 1.4 不相容事件

当事件 Mn 两两不相容时，可以把“并”运算符号改写为通常的加号
n n

U4=

｛事件 A 不发生｝这一事件称为 A的对立事件(或余事件)，记为 N 或 Ac.

图 1.5 中阴影部分表示了事件 A的对立事件4

图 1.5 对立事件

根据事件与集合的对应关系以及上面事件的基本运算，我们可以容易地导出下面事件的

运算公式：

AuA= A,

A Q A= A,

AUBC=(AUB)(AUC^

An(BuC)= ABuAC,

(A U8)(。un)=ACUBCuABU BD,
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1.3 概率的定义和性质

n n

( u4)=n “3
k=l k=l
n n

(n4)= u益
k=l k=l

上面最后两个公式称为德摩根 (Augustus De Morgan,1806-1871)对偶法则.
n 个事件的和也可以分拆为 n 个两两不相容的事件之和：

n n fc—1

U 4k = 41+41A2 + … •+ 4142•jAn-iAn = n Aj.
k—l k=l j=l

年 注 证明两个事件 A.B 相同，只要证明 A 中每个基本事件都在 B 中，反之亦然. 即

Vcj e A 3e B,反之，Vcj e B g e A.

例1.5 证明 例U B)c = Acn 8c.

证 u;e(AU B)c OCJ AUB

且

台g /c 且 n W 6°

e Acr\Bc.

证毕.

例1.6 设4区0是三个事件，试表示下列事件：

(1)事件4B 发生而 0不发生；
事件460不同时发生；

(3)事件 A.B.C中至多有一个发生；

(4)事件450中至少发生两个；

(5)事件450中恰好发生两个.

解 利用事件的运算关系易知(1)48e(2)ABC](3) A B+A C+B C;(4)ABUACU

80;(5) ABC+ ABC+ ABC. 口

1.3 概率的定义和性质

什么叫概率？习惯上有如下定义.

定义 L9 概率的直观定义

概率是随机事件发生可能性大小的数字表征，取值于区间 [0,1].

换言之,概率是事件的函数.因为事件与集合有一一对应关系，所以概率可以视为集合的

函数.设 A 为一个事件，用 尸(4)表示事件 A 发生的概率.则由概率定义，0 P(4) 1,以

9



第一章 事件及其概率

及 =1和 F(0)= 0.

上面的定义没有告诉我们如何求一般事件的概率. 为了求出有关事件的概率，我们必须

对样本空间和事件有进一步的了解.

1.3.1 古典概型

假设样本空间。中试验结果只有有限个，记为 = N(样本点个数)，且每个基本事件

发生的可能性相同.若事件 A 中的基本事件个数 |4|= M (称为事件 A 的有利场合数，因为

这些基本事件的发生对事件 A 的发生“有利”)，则事件 A 的概率定义为

=回=竺L 阿 AT

在有限性和等可能性下定义概率的模型称为古典概型.例 1.3 中的 满足有限性和等可能

性，而0 不满足等可能性. 由古典概型的定义知道，此时概率的计算关键是数清样本空间中

基本事件的个数 N 和事件 A 中基本事件的个数 M.一般这涉及排列、组合的知识.具体计

算中还可能涉及事件的运算.

常用的排列、组合知识可以归纳为：

1. 计数原理

0 加法原理：完成一件事情有 n 类办法，在第一类办法中有 小1 种不同的方法，在第二类

办法中有小2 种不同的方法，……，在第九类办法中有 mn 种不同的方法,那么完成这
件事共有 N = mi+m2 T 1- mn 种不同的方法.

9 乘法原理：完成一件事情需要分成 n 个步骤，做第一步有 小1 种不同的方法，做第二

步有 m2 种不同的方法，•…，做第 八步有 小几 种不同的方法，那么完成这件事有 N =

mi x m2 X - ••x mn 种不同的方法.
利用加法原理和乘法原理，容易得到下述排列、组合结果：

(1) 从 n 个不同的元素中，有放回地取出 r 个元素组成的可重复排列的不同方式有

M 种. 从 n 个不同的元素中，不放回地取出『个元素组成的不重复排列的不同方式有

n(n - 1)..-(n - r + 1)= 种，这种排列称为选排列.特别 7 =7时,称为全排列.

(2)从 n个不同的元素中，不放回地取 r 个元素组成的组合，不同方式个数为

伍、一 九(.一 1)..•(几 一 t+ 1) _ 九！ _ cr
yr/ r! r!(n — r)!

n，

(3)从 n 个不同的元素中，有放回地取 r 个元素组成的组合 (不考虑顺序)，不同方式个

数为

这个数称为重复组合数.
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1.3 概率的定义和性质

2. 盒子模型

把 r 个球随机放到不同编号的 n 个盒子中去.

(1)球可辨，每个盒子中不限球的个数.此为重复排列，不同的放法个数为 加.

(2)球可辨，每个盒子中至多放一个球.此为选排列，不同的放法个数为

(3)球不可辨，每个盒中不限球的个数. 此时不同方法的区别在于哪个盒子里有球以及含

有球的数目.我们用几 - 1个竖板 把直线分为 n 个区间，从左至右各区间依次对应编号

的盒子，用 表示球：

7个球n-l 个竖板

则问题等价于求 几-1个T'和『个 这两类元素排成一排的不同排法，即从所有 n-1+r

个位置中选出 7 个位置放 “*” ，其余位置放“|”，不同的排法个数为

(n — 1+ r)! (几 一 1+丁、
(7Z — l)!r! ( r )'

(4)球不可辨，每个盒子中至多放一个球.此为一般的组合，不同的放法个数为 (7).

3. 多组组合

把 n 个不同的元素分为有序的 k 个部分，第 i 部分有 n 个元素，i = 1,2,-.- ,fc,n +
72+ •••+乙 = n ,则不同的分法个数为

n!

ri!r2! ••W
称为多项式系数，它是 (Q1+ 02+ •••+延严 展开后咛吟 ...Q7 前面的系数.

4. 不尽相异元素的排列

有 n个元素，属于 k个不同的类，同类元素之间不可辨认,各类元素分别有%，九2,…，nk

个，其中 九1+ 九2H F 九乃 = % 要把它们排成一列，则一共有

n!

ni!n2!•••八论!
种不同的排法.

盒子模型和多项式系数在统计物理建模中起重要作用. 麦克斯韦-玻尔兹曼 (Maxwell-

Boltzmann)统计与盒子模型 及多项式系数有关；玻色-爱因斯坦 (Bose-Einstein)统计与

盒子模型 (3)有关；费米-狄拉克 (Fermi-Dirac)统计与盒子模型 (4)有关，其中球表示粒子，

盒子表示能态.可参见(张颍，2018)和(费勒，1964).

例L7 试求 r 个人中至少有 2 人生日相同的概率.(一年按 365 天计•)
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第一章 事件及其概率

解 这类问题的关键是确定样本空间，然后计数. 本题中，把一年 365天排序为 1,2,・・・，365.
样本空间 门 = …，外｝, 其中 也 为第 k 个人的生日,k = 1,2,…y.由盒子模型可

知， = 365,记 A =｛至少有两人生日相同｝, 则 N=｛每人生日都不同｝, 事件 A 发生的概
率是容易计算的，

e /365、, 365!

口=（『尸=两千
P（制=

365!

（365 — 丁）!365r
365 x 364 x … x（365 — r+ 1）

365 x 365 x ••• x 365

=（」/）（「焉…（「宗\ 365/ ' 365/ 、 365 /

用近似公式

lnP（A）= Vln（1 —上丸= —业二1）.' ' j ' 365/ 365乙 730k=l k=l

当 r = 30,50 时，计算可得

— 30 x 29
_

lnP（A）=——――仁 -1.19, P（A）= 1 — P（A）弋 1-0.303 7 = 0.696 3,
/ JU

— 50 x 49 —In P（A）=-——— * -3.356, P（A）= 1- P（A）a 1- 0.034 9 = 0.965 1.
/ JU

注 上面计算得出的概率有点意外，主要是我们主观认为 30 人的生日应该 "均匀 ” 分布
在 365 天中. 实际上，每个人的出生日期对别人的出生日期没有影响，所以容易产生随机扎

堆. 这就是随机性，是重要的统计（概率）思维. 统计学家拉奥**（C.R. Rao, 1920— ）在《统

计与真理》（劳，2004）一书中讲述了这样一个试验. 他让学生们做一个假想试验：某医院出
生 1 000 个婴儿，按出生时间写出婴儿的性别，然后与医院实际出生婴儿的性别作比较.在学

生的假想试验中，连续出生男婴或连续出生女婴的数量显著小于医院实际连续出生男婴或连

续出生女婴的数量. 医院实际连续出生男婴数量最多为 10 个，女婴为 9 个，还出现了 2 次.

而学生们写的最大数量为 5—6 个. 所以我们需要加强随机性的统计思维. 多一点统计思维,

会少犯一点错误•例如一个人到赌场去赌博，即使赌博过程相对公平，但是长期赌的后果是此

人一定输！设此人和赌场的赌本分别为 q 和 6,理论上可以证明长期赌博后此人输的概率为

上口要知道个人的赌本与赌场的赌本相比是微不足道的，所以该比值几乎为 1,即几乎必a+0

输！（计算可以参见本章习题.）

例1.8 有 n 根短绳，现把它们的 2n 个端头两两任意连接.试求如下各事件的概率：（1）n
根短绳恰好结成 n 个圈；（2）n 根短绳恰好结成 1个圈.

解 分别以 A 和6 表示上述两个事件.样本空间门应当由一切可能的连接方式组成.

** 作者劳与拉奥为同一人.
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1.3 概率的定义和性质

我们先来考虑 10 的求法.可以设想把 2n个端头排成一行，然后规定将第 2k-1个端头

与第 2k 个端头相连接#= 1,2,…，他 于是每一种排法对应一种连法，得 =(2n)!.

(1)在事件 A 中，每根短绳的两端自行连接，这相当于在 2几 个端头的排列中，每根短绳

的两端都相邻放置，于是可先对 n 根短绳进行排列，以确定各根短绳的先后位置，再考虑每根

短绳的两端的前后位置，得知园 =限⑵产 因此
•

+空 =
1 • . •

I )
(2n)! (2九 一 1)!!

(2)在事件 B 中，对每个 k (k = 1,2,…，n)，在第 2k — 1 个位置上与第 2k 个位置上所

放置的端头都不属于同一根短绳.我们来对每个 k 逐一考虑.在第 1,2 两个位置上，不能放同

一根短绳的两端，所以各有 2九 和 2八 -2 种选法 (在第 2 个位置上不能放第 1 个位置上所放

短绳的另一端). 为了考察在第 3,4 两个位置上的放法数目，我们设想已经将放在第 1,2 两个

位置上的端头连接，于是还剩下 n- 1根短绳. 这时就又回到开始的情况，知道最初的两个位

置各有 2几—2 和 2几— 4 种选法(在第 3 个位置上，可以任意从 2几 —2 个端头中选取 1 个；在

第 4 个位置上不能放第 3 个位置上所放短绳的另一端)；循此下去，可知第 2k -1个位置上与

第 2k 个位置上各有 2九 - 2(k - 1)和 2n — 2k 种选法.所以有 \B\ = (2n)!!(2n - 2)!!.

综合上述，得

田| (2n)!!(2n-2)!! (2n-2)!!
外切 =

时
= 口

例L9 为加强教学管理，让教师真心投入教学，让学生真心努力学习，教育部每年对高校

硕士毕业生的硕士毕业论文进行合格抽查.设某高校 2020年有 500名硕士毕业，其中 480篇

是合格论文，20 篇论文通不过教育部的检查. 假设随机抽查了该高校 10% 的论文，如果被抽

查论文不合格的比例不超过被抽查论文的 5%,那么该校可以通过合格抽查.求该校能通过合

格抽查的概率.

解 由题意，从该高校硕士论文中随机抽取了 50 篇. 被鉴定为不合格的论文不能超过 2

篇. 本题样本空间 ｛不考虑排序，从 500篇论文中任取 50 篇的不同取法｝,记

4=｛被抽取的 50 篇硕士论文中被鉴定为不合格的论文不超过 2 篇｝,

4=｛被抽取的 50 篇硕士论文中被鉴定为不合格的论文恰为 i篇｝

"
= 0,1,2,

则 4= 4()+ 41+ /2.注意到

e /500\ 14 . / 480 . 一。幽=(5。｝阳 =(50 —
=

由于4 两两不相容，故

/ 480 \(20、
*(4)=，流 512

(50)
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第一章 事件及其概率

P(Z)— P(4o +4+4)= P(4o)+尸(41)+尸(42)

= 0.116 4+ 0.270 1+ 0.291 0 = 0.677 5.

由上面计算知道，该校能通过合格抽查的概率仅为 2/3 左右.可以算一下，若把被抽查论文不

合格的比例定为不超过被抽查论文的 6%,则该校能通过合格抽查的概率为 87% 左右. 口

例1.10 某中医医馆的消化内科专家周医生在某一周曾接诊了 9 位患者，调查知该医馆周

一休息，而这 9位患者都是在周二和周四来看病的.问该专家在该医馆的门诊时间有无规定？

解 若专家周医生的门诊时间没有规定，即周二到周日都有可能. 在这样的假设下，样本

空间 夕={/2产3,1，，77},先 表示第 i 个患者就诊的时间，n = 2,3,- - - ,7,i = 1,2,- - •,9,设
4 ={9 人都在周二和周四来看病}，则

1^1 =69, |a|= 29,

P(4)= = 5.080 5 x 10-5

在假设周医生的门诊时间没有规定的情况下，事件 A 发生的概率非常小，其不太可能在一次

试验中就发生，因此，我们有理由认为专家周医生在该医馆的门诊时间是有规定的. 口

在这里我们要强调以下几点：

一个小概率事件在一次试验中是几乎不可能发生的，但在多次重复试验中几乎是必然发

生的，数学上称之为小概率原理.那么什么叫小概率事件？什么叫小？设 P(A)= % 若 a 小

于某个给定的很小的数 c,则该事件称为小概率事件.在概率统计中常用的 c有两个,c = 0.01

和 c = 0.05,我们可以分别称为严标准和宽标准，当然 c等于多少要根据实际情况来定，不能

一概而论.

小概率原理指出小概率事件在一次试验中几乎不会发生，但这并不等于说该事件永远不

会发生.有很多例子说明这类小概率事件会发生，例如购买彩票中奖是个小概率事件，但是总

有人会中奖，有些人还会中两次.

如何理解小概率事件的发生？如某地修了两条防洪大坝，一条大坝能抵御百年一遇的洪

水，另一条能抵御二十年一遇的洪水，如何理解这两条大坝抵御洪水的水平？所谓百年一遇的

洪水，有两种理解.一是从历史资料看，该河流发生超过该大坝高度的洪水平均而言是一百年

一次，二是发生超过修筑大坝高度洪水的概率不超过 0.01. 二十年一遇是指该河流发生超过

该大坝高度的洪水平均而言是二十年一次，或发生超过修筑大坝高度洪水的概率不超过 0.05.

1.3.2 概率的统计定义

古典概型中有两个限制，如果去掉有限性，保留基本事件的等可能性，就称为几何概型.

例 1.4 就是关于在几何概型下概率的计算.几何概型相当于把样本空间视为一块质量为 1的

均匀木块，事件 A 视为木块中的某部分，则 P(A)就是该部分的质量.也可以视为线段、平面
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1.3 概率的定义和性质

图形或立体图形中某部分与整体长度、面积或体积的比值. 如果去掉等可能性，保留有限性,

那么无法定义概率,所以我们从另一个角度给出如下的定义.

定义 1.10 概率的统计定义

设事件 4 发生的概率为 0,为了确定它，把该试验在相同的条件下独立重复做几次，用

见4 表示事件 A 出现的频数，na/n 称为事件 A 的频率. 当 72 T• OO 时，频率 几人加

会在某个数 p 附近波动，且慢慢稳定下来，我们就称该数为事件 A 发生的概率，记为

P = p.

概率的统计定义有着重要意义：一是提供了一种估计概率的方法，二是提供了理论是否

正确的标准. 历史上，布丰 (Georges Buffon, 1707—1788)和皮尔逊 (Karl Pearson, 1857—

1936)等人用投掷硬币验证了硬币的均匀性,布丰用投针得出了 n的近似值.由于英语字母被
使用的频率是相当稳定的,如空格为 0.2,高频区有 E,T,O,A,N,I,R,S,D,中频区有 D,L,U,C,M,
低频区有 P,F,Y,W,G,B,V, 其余属于罕见频区，且高频字母群和中频字母群之间有一个明显
的频率间断点. 在第二次世界大战时，破译对方密码的过程中就利用了这些频率特点以及字

母连缀特点. 在小说《福尔摩斯探案集》“跳舞的小人”这个故事中，福尔摩斯就是利用英文

字母的频率特点和缜密的分析破译了用“跳舞小人”所表达的密码.

1.3.3 主观概率的定义

在概率的统计定义中，有心的读者会想到，如果试验不能在相同的条件下独立重复很多次时该

如何定义概率？有些试验可以做思想试验，即可以想象做下去会如何，如测量一物体的质量.有些

则不能，如口袋中有 7个红球、3个白球，规定摸出红球可以赢得一万元，否则输一万元.如果你

资产丰厚，可以放心地赌下去，因为规则对你有利. 如果只赌一局，而你又没有足够资产，尽管这

个规则对你有利，你也不敢冒险去赌. 可见在许多实际场合，单凭大量重复试验的频率，不一定能

作为决定现实问题的合理依据.还有，人们在谈论种种实际出现机会的大小时，这些事件根本不能

重复,例如，某项工程能在一年内完成的概率有多大？火星上有生命的概率有多大？我们也常常用

一个数字去估计这类概率的大小，而心目中并不把它与频率相连.这种概率称为主观概率.

定义 L11 主观概率定义

一个事件发生的概率规定为某人在主观上相信该事件会发生程度的数字衡量.

例如，某人说火星上有生命的概率为 0.01, 这表明根据目前他了解到的有关知识，他不太

相信火星上有生命，但是他也不绝对否定其可能性，他相信的程度只有 0.01, 这讲清了他对这

个问题的看法.日常生活中，“某事发生的可能性有多大”一类的说法，都是这类主观概率的

表达，可见这个概念有相当的生活基础.

以上所述反映了这样一种观点：主观概率是认识主体根据其掌握的知识、信息和证据,对某种
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情况出现可能性大小所做出的数量判断.当然在判断中不能排除他的信仰和倾向的因素,其影响对

自然科学性质的问题要小些.说一个人立场客观，在某种程度上可以理解为，他在做出这种主观概

率判断时，能尽可能排除这类因素的影响. 关于主观概率的本质，一直是一个有争议的问题，上述

看法也许代表了一种主流的看法（陈希孺,2000）.
主观概率在管理科学中起着重要作用，例如,在经济投资决策时有些情况是无法确切掌握

的，有些是将来的情况，目前只能预测，这都是一次性事件，无法通过试验去考察和验证，只能

在投资环境和条件等不完全掌握的基础上，加进去主观判断的成分. 如果要进行数量上的计

算，那么这种主观判断还要量化，即用到主观概率. 例如，原材料涨价 20% 以上的概率有多

大？产品的市场容量有多大？都得有数量上的估计，这样对整个项目前景的估量才能达到定

量的水平.

主观概率的另一个重要应用是在数据分析方面,特别在人工智能的算法中起着重要作用.这种

数据分析的方法发源于 18 世纪英国学者贝叶斯（Thomas Bayes, 1702-1761）,而在 20 世纪得

到发扬光大，并形成了数理统计中的贝叶斯学派.贝叶斯学派就是在用不用主观概率这点上有别于

传统的统计学派（频率学派）.

从这点而言，研究主观概率，并以这种观点来处理统计问题，有着非常重要的现实意义.

但是从目前的情况看，基于概率的频率解释的统计学，仍占据着主导地位，我们下面也将以此

为基础来讨论问题.

1.3.4 概率的公理化定义

以上介绍了在样本空间中事件概率如何定义，但是如何从理论上来给出定义？ 1933 年,

苏联的数学大家科尔莫戈罗夫综合诸多数学家的研究，提出了概率的公理化体系.该公理化

体系给出了一些简单的基本规则，而不是给出具体概率如何定义.

定义 1.12 概率的公理化定义

设 P（�）是定义在样本空间 P 中事件上的一个实函数，它取值在 0 和 1之间，满足：

若 A 是样本空间上的一个事件①，则

（非负性）（^尸（⑷ W1；

（规范性）设 D 为必然事件，则 P（0 = 1;

（可数可加性）对 D 中的两两不相容事件列 41,82,・・・，4b•…，即 Ai n Aj =

步 = 1,2,- 有
oo oo

p（U&）= £p（4）， a」）
k—l k=l

则 _?（.）称为一个概率函数，简称概率.

前面的注释，严格来说，事件 4须为可测事件，即 A为门所生成的。域尸中的元素.
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1.3 概率的定义和性质

视频 扫描视频 2 的二维码观看关于概率的定义与计算的讲解.

视频2 概率的定义
与计算

由概率的公理化定义，可以得到有关概率的一些性质. 以下讨论的事件均为同一样本空

间 0中的可测事件.

性质 P（0）= 0.
OO

证 记4=亿4 = 0,九）2,则｛4｝为两两不相容事件列，且 G=U 4九，因此，由概
n=l

率的可数可加性和规范性有
8 8 OO

p = p（U aJ =£R4）= p储）+£尸（°）�
n=l n=l n=2

oo

即有ep（0）= o, 从而由概率的非负性立证.
n=2

（有限可加性）若 Akik = 1,2,… 且两两不相容，则
n n

p（£4）=£p（4）�
k=l k=l

（3）（可减性）若 a U 凡 则 尸（8- A）= P（B）- P（A）.
（单调性）若 4 U 8,则 P（A） P（8）.

P（用 =1-口4）.

（6）（加法定理，也称容斥原理（inclusion-exclusion principle））对任意的事件4, …，

An, 有
n n

P（U 4）=£尸（丛）一 E 尸（44）+ £ P（AiAjAk） F
k=l fc=l l^.i<j<k^.n

（—1尸ip（442…4）�

证 应用数学归纳法.应 =2 时，由于 41U/2 = 41+（42 — 41门42）,根据性质（2）和性

质 有

P（Ai U A?）= F（4i）+ P（%2 — Ai G A2）— P（&i）+尸（人2）— P（4i42）�

假设对 m=%一1 成立，当 n=用时，应用归纳假设前提有

k k—1

P（U4）=P（（U4）u4）
e=1 ，=1

k—1 k—1

= P（U 4）+P（4）- P（（U 4）c4）
2=1 £=1

fc-1 fc-1

= P（U 4）+ P（4）- F（U（44））
e=i e=i

17



第一章 事件及其概率

k

=£p(4)- £ P(44)+ £ P^AiAjAi) F
2=1 l≤^<J≤fc

(_1尸244���4).

从而得证.

OO OO

(次可加性)对任意的事件列 4,42,・・・，4,…，有 P( U 4) wp(ZJ
n=l n=l

*(下连续性)若事件列满足4 u 4+1,k = 1,2,… ，则

8

P(|j4) -nlim P(An).
n=l

证 由于事件列单调上升，因此记 Bn = 4九 一 4九一1(几 1),Ao = 0,则事件列{为}为
两两不相容事件列，从而根据概率的可数可加性有

OO 8

P(U4)=P(U&)
n=l n=l

oo n

=£—=—£p(瓦)
n=l £=1

n

=翘工[尸 T2=1

= lim P(4)・
n—>oo

*(上连续性)若事件列满足4 D 4+1,h= 1,2,…，则
OO

网门4)=熙P(4).
n=l

例 1.11 设 4,50 为样本空间 题 中的三个事件. 已知 PQ4) = P(B) = 1/4,P(C) =
2/5,P(AB) = 0,P(AC) = P(BC) = 1/6, 求 P(A B C).

解 由概率的性质有

P(A豆⑦ = 1 — P{A UBUC)

= 1- [P(A)+尸(B) + P(C) -尸(4B) - P^AC) — P(8C)+ P{ABC^

1
9 2 13

=1-正+ 6 =面.

例L12 求证：对样本空间夕中任意几 个事件 41,4,…，4有
n n

网口4)旺P(4i+l
k=l k=l
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1.4 条件概率

证 由概率的性质和事件的运算有

整理后即证.

例1.13 重复投掷一枚骰子.记 M 为掷得 1点的次数.证明：P(M = 00)= 1.

证 我们来证明 P(N1< 00) = 0.首先注意到｛N1< oo｝= U 8九，其中 8九 =｛第几

次投掷后不再出现 1 点｝. 因此，只需对所有的 n,证明 九) = 0 .而 Cf

其中 Cn,m =｛第几 + 1,•- • + 机次投掷没有 1 点｝为递减事件列，即对任意 m 1 有

©m 0.因此，P(&)= lim P｛Cn,m)= 0,
moo

即证.

1.4 条件概率

1.4.1 条件概率的定义

严格地讲，任何一个试验都是在一定的条件下进行的，在概率的计算中，随机试验的那些

基础条件看成是一成不变的，如果没有其他条件，那么事件的概率为“无条件概率”. 当说

到条件概率时，总是指在试验中再附加一定条件下，感兴趣事件发生的概率. 其形式总可归

结为“事件 B 发生的条件下事件 A 发生”. 附加的条件一般就是某种信息. 例如，记事件

A =｛某上市公司股票明天股价上涨｝, P(A)= 0.50,如果你得到“该上市公司明天披露财务

报表”的信息，那么在此信息下，明天该股票上涨的概率可能变化为 0.62. 0.62 称为条件概

率.“该上市公司明天披露财务报表”这个信息就是一个事件，记为 8,我们把该条件概率记

为 P(4|B).

定义 L13 条件概率

设4月为样本空间 D 中的两个事件，P(B)>0,称

0 均 =镐2 (L2) 回

为已知事件 B 发生的情况下，事件 A 发生的条件概率.
* 翁

视频3 条件概率

视频 扫描视频 3的二维码观看关于条件概率的讲解.

这个定义是否合理？可以从两方面来考虑.首先观察图 16
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把概率理解为图中给定部分的面积，我们知道，某部分的概率就是该部分面积与总面积

的比值，图中总面积 (金 的面积) 为一个单位. 现在知道 B 发生了，即只考虑 8,B 不考

虑，所以 P(A\B)就是人在 B 中的面积 PQ4B) 与 B 的面积 F(B) 的比值，即 P(A\B)=

P(AB)/P(B). 另一种理解是从概率的统计定义出发. 设把包含事件 A 和事件 B 的试验独

立重复做了 n 次，其中 = nA,\B\ = nBi\AB\ = nAB,则在己知事件 B 发生的情况下事

件 A 发生的频率为
几4B _.AB/九
nB nB/n

，

当 ri -> 00 时，由概率的统计定义，该频率稳定在 P(AB)/P(B). 由上面分析可知，条件概率
的定义是合理的.

条件概率与无条件概率不是一回事. 例如，某洗衣机厂 A 由于发展良好，兼并了另一家

洗衣机厂 B, 生产同一品牌的洗衣机，但是 B 厂生产的产品质量要稍稍差于原厂4 设该品

牌统一的合格品率为 0.98. 如果知道某商场销售的洗衣机是 A 厂生产的，那么可以知道该商

场销售的该品牌洗衣机的合格品率要高于 0.98, 反之，如果了解到另一个商场销售的是 B 厂

生产的，那么销售的该品牌洗衣机的合格品率要低于 0.98.

例1.14 保险业务中的每个年龄的死亡率也是条件概率. 某保险公司有如下某城市存活

人数的死亡率数据：

年龄/岁 每十万活产新生儿中的存活人数 每千个存活者的死亡率/%

60 90 649 6.51

61 90 059 7.10

62 89 420 7.74

63 88 728 8.46
64 87 977 9.24
65 87 164 10.08
66 86 285 10.94

67 85 341 11.81
68 84 333 13.10

69 83 228 14.73

70 82 002
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1.4 条件概率

记 a =｛一个人至少活到 60 岁｝,6 =｛一个人在 60 到 61 岁之间死亡｝,注意到 AB =

则

P = 0.906 49, P（⑷ = 0.093 51,

90 649-90 059

100 000
= 0.005 90,

P（与⑷ = P(AB)
0.005 90

0.906 49
= 0.006 51.

即每一年龄的死亡率是已知达到给定年龄的人在下一年死亡的条件概率，第三列剩余数值类

似计算可得.

例1.15 抽检某工厂的产品，设 10件被抽检的产品中有 3件一等品、7件二等品.现

从这 10 件产品中做不放回抽检，求第一次抽检为一等品后，抽检的第二件也是一等品的

概率.

解 设

4c =｛抽检的第 次 件为一等品｝, a = 1,2,

本题中样本空间有两种选择：Pi =｛从 10 件产品中不计顺序任取 2 件的不同取法｝; 夕2 =

｛从 10 件产品中有序抽取 2 件的不同取法｝. 由题意，要考虑到抽检中一等品出现的顺序，所

以我们选择以排列来计数的样本空间 r22. 此时

储2|= 10 x 9 = 90,

|4|=3x9 = 27,4 = 1,2,

M1/2I =3x2 = 6,

故

P{A2\Ar) = P(4)
6

27

2

9

注意，0(力2)= 27/90 = 0.3# F(A2|Ai).

例 1�16（数学家、信息论的创建者之一韦弗（Warren Weaver, 1894-1978）于 1950 年

发表在《科学美国人》杂志上的一个科普读品）桌上有大小、颜色相同的三张卡片和一顶帽

子. 第一张卡片两面都画一个圈，第二张一面画一个圈、一面画一个点，第三张两面都画一个

点. 庄家把卡片放在帽子中摇晃后，让玩家任取一张放在桌上. 设该卡片上面画的是圈，然后庄

家与玩家以对等的赌金赌卡片下面的图案与上面的图案是否相同（相同就算庄家赢）. 庄家说这

个赌博是非常公平的，因为玩家抽出的卡片上、下面图案不可能是“点点”，因此，图案要么是

“圈圈”，要么是“圈点”，都有 1/2的概率.请问该赌博是否公平？

解记 a =｛取出卡片的上面是圈｝ =｛取出卡片的下面是圈｝, 我们要计算条件概率

P｛B\A）. 由于卡片有两面，我们以“+”表示卡片的一面，以“一”表示卡片的另一面. 以
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ei,e2,e3 记第一，二，三张卡片，以卡片向上一面为第一坐标，则样本空间

o={任取一卡片上、下面的各种可能},

可以记为

〃={(ej,q ),(©1 ,ej)，(时，。2 )〉(e2，靖)，(靖，％ )‘(。3 ，靖)}‘
那么，A ={(时，n),(4时),(脸动}, AB ={(e+ 4),(7,w)},由条件概率的定义,得

这说明这个赌博不公平，有利于庄家. 本题的关键是把样本空间想清楚. 口

根据条件概率的定义，我们有

定理 L1 乘法公式

由口为4)=号笔'可以推出
P{AB)= P(A)P{B\A).

°
这称为乘法公式.用数学归纳法，容易推广到 n 个事件积的乘法公式：

若 P(4i4…4九一1)〉0,则有

P(AM2…-n)=―㈤口及㈤…P{An\ArA2…4九一J (1.3)

注意，这里不依赖于脚标顺序，只需要有 n - 1 个事件同时发生的概率非零，然后以此 n - 1
个事件为条件,乘法公式即成立.

例L17 几个学生排队领课本，他们选择用抽签的方式决定先后顺序.求学生张三恰好是

第 k 个领取课本的概率.

解 记小={张三是第卜个领取课本的}# = 1,2,���，孙 则由题意有

P(张三恰好第 k 个领取课本)

— …4一14)

— P(4)P(42|4i)…P(4—i|442…Ak-2)P(-^k\^-1^-2…4一1)
n — 1n — 2 n — (心 一1)11—n n — 1 几一(k — 1)+1几 一 k + 1 ri'

这个概率与排序无关. 口

例1.18 将 n根短绳的 2几 个端头任意两两连接，试求恰好连成几 个圈的概率.

解 我们曾在例 L8中给出过本题的两个解答，现在利用概率的乘法公式给出另一个解答.

以 P表示所有不同连接结果的集合，设想把 2几 个端头排成一行，然后规定将第 2k-1个端头

与第 2k 个端头相连接# = 1,2,…，％ 于是每一种排法对应一种连接结果，从而 = (2几)!.

以 A 表示事件“恰好连成 n 个圈"・设想已将几根短绳作了编号，以 Ak 表示事件“第 k 号
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1.4 条件概率

r4)=音 =高

n

短绳被连成 1 个圈”，于是有 A=[yAk.
k=l

当 Ai 发生时,1 号短绳被连成 1 个圈，这相当于有一个 k e {1,2,-.. ,n}, 使得在 2n 个
端头的排列中,1 号短绳的两个端头排在第 2k — 1 和第 2k 个位置上，所以 Mi| = 2九(2九一 2)!.
因此

我们来求 F(A2|A1), 即要在已知 1 号短绳被连成 1 个圈的情况下，求 2 号短绳也被连成

1 个圈的概率.既然 1 号短绳已经自成 1 个圈，我们就可以不考虑它，只要对剩下的 几 - 1 根
短绳讨论其中的头一号短绳被连成 1 个圈的问题就行了.就是说，我们只要在变化了的概率

空间上按计算无条件概率的公式来计算条件概率 P(A2|Ai) 就行了.由于现在的情况与原来
的情况完全类似，只不过总的绳数变为 n-K,故通过类比，即知

「(4Mi) = zy—之一- =
1

•
2(八 一 1)一 1 2八 — 3

同理可得

P{Ak\AxA2 • • • A-i) = — J ~~- = \工I, k = 3,4,… ，几.
2[几 一(W -1)] — 1 2几 一 2k+1

于是由乘法公式 (1.3) 得到
n n

1 1

「⑷ =V 2"2次+1
=丽可 -

在这个解法中，充分体现了利用变化了的概率空间计算条件概率的好处. 口

金 注 对条件概率而言，概率的公理化定义的三条要求同样满足，即若 B e 仅P(8) > 0,

则有

(1)0≤F(A|B) 1, 优

(2)P") = 1;

O 中的两两不相容事件列 41,42,•・・ ,4c, •一 有
OO OO

p(UQ) =£「(4田).
k=l k=l

也就是说，P{-\B) 是一个概率函数.概率函数具有的性质，对条件概率函数同样成立.从而在
计算条件概率时，我们还可以应用条件概率的有关性质.

1.4.2 全概率公式

在一些问题中，在给定某个条件的情况下，计算一个随机事件发生的概率可能比较简单.

例如，从两个含有不同黑、白球比例的箱子中任意选择一个箱子，然后随机摸一个球，事件 A
表示摸出黑球. 当我们计算感兴趣的事件 A 发生的概率时，如果能够明确摸出的球来自哪个
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箱子，那么问题就很容易处理.因此，如果可以列出影响事件 A 发生的所有可能条件，那么可

以通过分析事件 A 在每个条件下的发生概率，得到事件 A 发生的概率.为此，我们首先引入

完备事件群的定义.

定义 1.14 完备事件群

设 ,Bn 是样本空间 P 中的一组概率大于 0 的事件，满足 BiBj =0"护 工
n

工5=仅 则称 …，Bn 是样本空间 已的一个完备事件群(也称为白的一个
2=1

划分 (partition)).

图 L7展示了样本空间 O 的一个划分｛Bi,外,•��,戈｝. 对任一事件 4 A 的面积可以

通过 A 在每个5中所占比例和每个8的面积来得到.也就是说，当 A在每个 Bi上的条件

概率 P(用3)容易求得时，可以方便地计算出 PQ4),这就是著名的全概率公式 (law of total

probability).

定理 L2 全概率公式

设 BhB2,・・・，Bn 是样本空间 D的一个完备事件群，力为0 中任一事件，则
n

(1-4)
e=1

n

= p^AB^） = £p（a|回）p（m）.
£=1 2=1 2=1

证 由概率的乘法公式，有

n
p(a)= p(anD) = n|J场)，=1

n n

全概率公式描述了从因到果的推断过程，完备事件群中的每个事件包含的样本点，有可

能使得感兴趣的事件发生，因此是感兴趣的事件的“因”；由完备性要求，感兴趣的事件是
这些不同“因”下的“果”. 在图 1.7 中，事件 2 与 83 不同时发生，利用全概率公式有
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1.4 条件概率

6

p(4)= £p(a|B)p(B),其中口川为)= o.
%=1

例 L19 某商场销售三种品牌的冰箱，设这三种品牌冰箱 (记为 Qi,Q2,Q3) 的返修率分
别为 0.2%,0.3%,0.4%,而它们在该商场的占有率分别为 50%,30%,20%,商场设有统一的维

修部，问该商场冰箱的返修率是多少？

解 记 A =｛该商场售出的冰箱要返修｝,e=｛冰箱是 Q. 所在公司生产的｝,i = 1,2,3,

易见 B3 组成一个完备事件群，且

P(8i) = 0.5, F(B2) = 0.3, P(§3) = 0.2,

由全概率公式

3

0=1

= 0.002 x 0.5+ 0.003 x 0.3+ 0.004 x 0.2

= 0.002 7.

例 L20(敏感性问题的调查) 敏感性问题就是所调查内容涉及个人隐私而不愿或不便于

公开表态或陈述的问题. 若直接询问，被调查者通常会拒绝回答，或敷衍虚假回答. 于是统计

学家创造了一种“随机化回答法”的调查方式,专门用来调查人们不便直言的问题.为了了解

人群中具有某个敏感问题的比例 小 调查者让被调查者随机地从如下两个问题中任选一个来

回答：一个是“你的手机号码的尾数是偶数还是奇数"另一个是 "该敏感性问题你有还是没

有”.随机性是指被调查者独自掷一枚硬币，规定硬币正面向上，则被调查者回答“手机号码

尾数是否为奇数”；硬币反面向上，则回答是否有敏感性问题.由于别人不知道硬币掷出的是

正面还是反面，所以旁人不知道他回答了哪一个问题. 这样被调查者能放心地真实回答问题.

而被调查人群的手机号码尾数奇偶的比例是容易知道的.试问如何从被调查者的回答中来估

计该人群有此敏感性问题的比例.

解 记4=｛被调查者回答“是 8=｛硬币正面向上｝,P(4) = 力P(8) =1/2,P(A|B) =
a, 由题意，a 是已知的.由全概率公式，

t = P(A)= P(4 (8)+ P(A|B)P(B)

1 1
=ax -+px

故

p = 2力 一 a. •

再用频率来估计上面的概率，即可得到该人群具有此敏感性问题的比例. 口

例1.21 将 n 根短绳的 2几 个端头任意两两连接，求恰好连成 n 个圈的概率.

解 现在再来利用全概率公式给出一个解答.以 An 表示事件“几 根短绳恰好连成 n 个
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圈”，记为 = P(An).再以 B 表示事件“第 1 根短绳连成 1 个圈"，用 B 和 8。作为对。
的一个划分. 于是由全概率公式得

例1.22(波利亚罐子模型) 罐中有 0 个白球和 b个黑球,每次从罐中随机抽取一个球，并

再连同 0 个同色球一起放回罐中，如此反复进行.试证明：在第 n 次取球时，取出白球的概率

为 q/(q+ b).

证 以 TU 表示事件“在第 k次取球时取出白球”，于是彳卜就表示事件“在第 k 次取球时

取出黑球”.我们来对几作归纳.显然有 假设几 =k — 1, 时结论成立,a+ b

要证"=k 时结论也成立.我们以 Ai 和 Ai 作为对 P 的一个划分.注意此时可将 P^Ak\Ay)

看成是从原来放有 a + c个白球和 b个黑球的罐中按规则取球，并且在第 k-1次取球时取出

Pn = P(An) = P(B)P(An\B)+ P(B)P(An\B).

在例 1.18 中已经求得 P(8) = j下；易见 P{An\B)= 0; 而 P(4|B) 则是在已知第 1 根

短绳连成 1 个圈的条件下，其余几-1根短绳连成几—1个圈的概率，此时第 1 根短绳已经与

其余九 — 1 根短绳无关，所以 P{An\B)= =pn_1,代入上式即可得到

外 = 24九)=高为一L 八 =2,3，….

反复利用该式，并注意 pi = 1,即得

。九=函♦P 几 =12….

白球的概率,因此，由归纳假设知

同理亦有

尸(414)=
a+ c

a+ b+ c'

P(Ak\A^ =
a

a + b + c'
于是由全概率公式得

= P(4)P(4|4) +
a a +c b a a

a + b a + 6 + c a + b a + b + c a + b
因此，结论对一切 n 成立.

金 注 在上面证明中的对 戏 的划分的选取方式值得我们注意. 这里易走的一条歧路是把

4c一1 和 Afc_i 作为对 P 的划分.在这种选取之下，我们难以利用归纳假设算出条件概率
P(4|4-1)和 P(4|4c-1). 因为此时我们只知道罐中有 a + b+(k — l)c 个球，而难于知道
其中的白球和黑球数目.相反地，在 41 和Z1 发生的情况下，罐中的白球和黑球数目则十分

清楚.这个事实再次表明正确选取划分方式的重要性.
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1.4 条件概率

1.4.3 贝叶斯公式

利用条件概率定义和全概率公式,我们有

定理 L3 贝叶斯公式

设 61,82,・・・ 是样本空间 o的一个完备事件群，4 为 白中任一事件，P(A)>0,
则

P(5 =
P(BA) P(川B)P(8)

n

，=i
0

在实际中常用 B和豆构成完备事件群，此时，贝叶斯公式为

PQ4 (8)
口引用 (1.5)

P(A\B)P(B)+P(川豆)P(A)
•

如果把条件视为“原因"事件 A视为“结果"那么贝叶斯公式反映了因果关系互换之
间的概率关系. 如果从实际问题或题目中可以看到因果关系互换的条件概率，那么一定要用

贝叶斯公式.在历史上称为“逆概率”(inverse probability), 它为当代著名的统计算法马尔可
夫链蒙特卡罗(MCMC)方法奠定了理论基础.

例1.23(例 1.19 续) 如果维修部接到一台要维修的冰箱，求这台冰箱分别是当，母易
品牌的概率.

解 在本题中是要求 PC为阳j= 1,2,3,是典型的因果关系互换，所以用贝叶斯公式

0s)="1当一2,3，
可以算出

RB1M) =°黑：尸- 0.370 4 = 37.04%,0.002 7

尸 =°；八二 = 0,333 3 = 33.33%,
U.UUZ।

口为⑷ =喘浮 = 0.296 3 = 29.63%.
U.UU/ (

例L24 临床上判断病毒是否入侵人体，主要可以应用核酸检测、抗原检测和抗体检测三

种方式进行.其中核酸检测和抗原检测都可以直接检测出病毒.核酸检测主要是检测病毒的基

因；抗原检测主要是检测病毒的抗原，抗原为病毒的外壳，可以更容易被检测到.与核酸检测

相比，抗原检测的速度更快，操作也更便捷，但与此同时准确度会比较低.因此,抗原检测可以

应用于病毒感染的早期筛查，可以帮助尽早发现感染人员，更有利于疫情防控.

设某种抗原检测的试剂经临床试验有如下效果：病毒感染者检测结果为阳性的概率为

95%,未感染者检测结果为阴性的概率为 95%. 在与某病毒感染者有时空伴随的人群中，用
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该试剂进行普查. 设该人群病毒感染的概率为 0.5%,若某人检测结果为阳性，问此人是病毒

感染者的概率有多大？

解 记 4=｛检测结果为阳性｝,C=｛被检测者是病毒感染者｝. 由题意，

P^C) = 0.95,尸(乖)= 0.95, P(C) 二 0.005.

题意是求 P(C\A1 这是典型的一个因果关系互换，用贝叶斯公式

aci# = Ra"©— —< 1 ' P(A\C)P(C)+ P(A|C)F(C)

0.95 x 0.005 。= = 8.7%.
0.95 x 0.005 + 0.05 x 0.995

这说明用该试剂进行普查，准确率只有 8.7%,一个人检测呈阳性，大可不必惊慌失措.但

是如果两次检测都是阳性，计算可得此人为病毒感染者的概率增大到 64.5%.

注 贝叶斯公式看起来很神奇，但本质其实是简单易懂的. 在上例中，设该人群有 1 000

人参加普查，则大约有 5 人为病毒感染者，5 个病毒感染者中有 95% 的人检测结果呈阳性，按

5 人算. 995 个未感染者中有 5% 检测结果呈阳性，即大约 50 人，所以普查中大约有 55 人检

测结果呈阳性，但是病毒感染者才 5 人，其比例为 5/55比 9%.与我们用贝叶斯公式得到的结

论是一致的.

贝叶斯公式虽然很简单，但是它却很有哲理意义.这个公式是以 18 世纪英国哲学家贝叶

斯的名字冠名的.�贝叶斯本人并不专门研究概率统计，只不过是对统计问题感兴趣而己.他生

前没有发表这个公式，而是在他死后两年，他的一个朋友整理遗物时，从他的笔记中发现后发

表出来的. 我们可以这样来理解这个公式：假设某个过程具有 41,42,・・・，4九 这样几 个可能
的前提 (原因)，而｛P(40, k = 1,2,-.. ,n) 是人们对这 n 个可能前提 (原因)的可能性大
小的一种事前 (即还没有进行当前试验)估计，称之为先验概率.当这个过程有了一个结果 B
之后 (即当前试验完成后)，人们便会通过条件概率｛P(4d6), k = 1,2,... ,n｝来对这 n 个
可能前提的可能性大小作出一种新的认识，因此，将这些条件概率称为后验概率.而贝叶斯公

式恰恰提供了一种计算后验概率的工具.大家可以从上面病毒感染检测的例子体会出这种思

想.重要的是，后来从这种先验概率和后验概率的理念中发展出了一整套统计理论和方法，并

形成了概率统计中的一个很大的学派.该学派为了表明自己的基本理念的最初来源,将自己称

为贝叶斯学派. 贝叶斯学派对概率统计问题有自己的独特理解，在处理许多问题时有自己的

独到之处，给出了许多很好的统计方法，但也有一些观念上的难以自圆其说之处，主要焦点是

对先验概率的解释和处理上面，经常受到经典学派的批评和指责.后来，有人为了取其之长避

其之短，发展出所谓经验贝叶斯方法.在计算机广为应用的今天，贝叶斯方法和经验贝叶斯方

法的实用价值大大提高.大多数统计学者的做法是以兼容并蓄的态度对待两个学派的理论和

方法.
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1.5 独立性

由乘法公式，P(AB)= P(A\B)P(B)解决了两个事件同时发生概率如何计算的问题.如

果两个事件的发生互不影响，那么它们同时发生概率的计算是否有变化？为此我们引入事件

独立性的定义.

定义 1.15 两个事件相互独立

若 4,8 是样本空间 的 中的两个事件，满足

P(AB)= (1.6)

则称事件 4,5 相互独立.

视频 扫描视频 4 的二维码观看关于条件概率和独立性的讲解.

上面是两个事件相互独立的定义，事实上，两个事件是否独立发生我们能够判断出来.如

果事件 A 与事件 B的发生互不影响，那么两事件是相互独立的.例如，两次彩票的开奖号码,

它们互不影响，所以是相互独立的两个事件.我们可以利用相互独立的定义 (1.6) 式来计算两
个事件同时发生的概率.

根据条件概率和事件独立性定义，我们立刻有下述推论.

推论 1.1
若4月是样本空间 夕 中的两个事件，若 P(4) > 0,则 46 相互独立的充要条件为

P(B|4) = P(B). (1.7)

°
两个事件46相互独立,其实质是一个事件发生的概率与另外一个事件是否发生没有关

系，但这并不意味着事件 本身完全无关. 而若这两个事件互斥，则意味着一个事件的发

生必然导致另一个事件不发生，因此此时一个事件发生的概率与另一个事件是否发生密切相

关. 显然，如果两个事件发生的概率均非零且相互独立，那么这两个事件必然不是互斥的. 非

空的两个互斥事件必然不相互独立.

进一步，根据独立性定义以及概率的性质，我们可以得到如下定理.

定理 1.4

设 4 和 B 是样本空间 的 中的两个事件，则下述四个陈述相互等价：(1)4 与 B 独立;

(2)4 与否相互独立；(3)n 与 B 相互独立；(4)N 与否相互独立.

证 我们这里仅证明 (1)和 (4)相互等价，其他可类似证明.

事件 4,月相互独立

台 P{AB)= P(A)P(B)
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台 P(A UB)=[1- P(A)][1 - P(A)]

台 1 - P(A UB)= [1 - P(A)][1 - P(B)]

台 1 -[P(A)+P(⑻一 P(A 百)]=[1- P(⑷][1 - P(B)]

o P(A B)= P(A)P(B)

台 事件4片相互独立.

独立性的定义可以推广到 n 个事件.

定义 1.16 n 个事件相互独立

设 Mn 是样本空间 D 中的几 个事件，若对 Vk 及 VI 打 < 逅 •…

ik q n 满足

p(4$2…儿)= P(4JP(4)…P(4) (1-8)

则称事件 A1,A2,-- ,An 相互独立.

通常我们判断出这 n 个事件相互独立后，可以用上面的公式来计算若干个事件同时发生

的概率. 应当注意，在上式中一共包括了 2- - n - 1 个关系式.因此 n 个事件的相互独立性

与这 2n -n -1个关系式同时成立等价.换言之,n个事件的相互独立蕴涵了其中任意一部分
事件相互独立;但是反过来，即使其中任何 n - 1事件都相互独立，也不能保证 n 个事件在整

体上相互独立.

n个事件是否相互独立通常也是可以在实际中得到验证的：在这 n个事件中任取若干个,

如果这些事件是否发生与另外一组事件发生与否无关，那么这 n 个事件是相互独立的. 例如

掷 n 次硬币，记 4=｛第 i 次掷出正面｝, 公 = 1,2,…，孙 显然每次掷出正面与否与其他次掷

出正面与否无关，所以 A1,A2,-- Mn 是相互独立的.

由此也可以得到如下 n 个事件相互独立的等价定义：

定义 1.17 n 个事件相互独立等价定义
设 41,42,�一 ，4九 是样本空间 O 中的几个事件，记4=4 或 4,若

尸(么1么2…％n)= P(Ni)P(%2)…P(An), (1.9)

则称事件 4,42,…，4 相互独立.
J 「 - - - —— ，一. . .」 /

注意定义 (1.9)式包含有 2n 个等式.

例 1.25 一个 10 人微信群猜 4 个字谜谜底.其特点是将一个汉字改成另一个汉字，打一
成语.如“奏”t“春"谜底是“偷天换日" 设 4 个字谜为
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波 1破,

湍 f 而,

忽 T 吻,

做 一 文.

为简单起见，设每人能猜对每个字谜的概率都是 0.2, 求 4 个字谜都被猜出的概率.

解 设 1,2,…，10,，= 1,2,3,4 分别表示第 6人能猜出第 j•个字谜的概率. Bj,j =

1,2,3,4 分别表示第 j个字谜被猜出. 0=｛4 个字谜都被猜出｝,则由独立性，有

P(。= P(B1B2B3B4) = P(B1)F(B2)P(B3)F(B4),
10 10

p(^) = p(U40 =1-P(n40,
i=l i=l
10

= 1-n = 1- (1- 0.2)10 = 1 — 0.107 4 = 0.892 6,
6=1

尸(D)= [P(B1)]4 二 0.634 8,

即该群有 63% 的概率能猜出全部 4 个字谜. 口

例1.26 设事件 A在第 / 次试验中发生的概率为巧4 = 1,2,…，n,且这 n 次试验是相

互独立的，其中巧》为〉0,求在这 n 次独立试验中事件 A 至少发生一次的概率.

解 记4=｛事件 4在第/ 次试验中发生｝,j = l,2,-.- ,n,4=｛在 n 次独立试验中事

件 A 至少发生一次｝,则由德摩根对偶法则和 相互独立，有
n n

p(&)=p(U4)=i-p(n4)
，=i j=i

n n

=i— up(%)=i— n(i一巧)
，=1 ，=1

n

Hu—。)
J=1

= 1 — exp｛nln(l — po)｝4 1, n —> oo.

从本例可知,如果 n 二 5O,0o = 0.05, 那么 P(“) 0.923; 如果 n = 200,& = 0.05, 那
么 P(0九) 0.999 96. 因此 即使事件 A 是小概率事件，即事件 A 在一次试验中不易发生,

但是随着试验次数 n的增加,事件 A发生的概率接近于 1,这即为小概率原理.我国谚语“常

在河边走，哪有不湿鞋”就反映了这个结论.

例L27 无人机携带三枚导弹向一目标射击，设第 1 枚导弹命中率为 0.9, 第 2 枚导弹命

中率为 0.75, 第 3 枚导弹命中率为 0.7. 若只有一枚导弹命中目标，目标被摧毁的概率为 0.4;

若两枚导弹命中目标，目标被摧毁的概率为 0.8; 若三枚导弹都命中目标，则目标必定被摧毁.

求目标被摧毁的概率.
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解 令团=｛目标被命中 i 次｝, i = 0,1,2,3,当=｛第 j 枚导弹命中目标｝, j = 1,2,3,

4=｛目标被摧毁｝. 显然，印，分 = 0,1,2,3 为样本空间的一个完备事件群，由于 61,62,63 相

互独立，有

-)二 P(BiB2B3)+P(瓦瓦瓦)+P(瓦瓦岛)

= 0.9 x 0.25 x 0.3+ 0.1 x 0.75 x 0.3+ 0.1 x 0.25 x 0.7

= 0.067 5 + 0.022 5 + 0.017 5 = 0.107 5,

P(H2) = F(BiB2B3) + P(5i豆263) + 2A3) = 0.412 5,

R%) = = 0.472 5,

P(Ho) = 0.007 5,

由题意,P{A\H0) = 0, = 0.4, P(A\H2) = 0.8, P(A\H3) = 1, 由全概率公式
3

£=O

= 0+ 0.4 x 0.107 5 + 0.8 x 0.412 5 + 1 x 0.472 5 = 0.845 5. 口

例L28 在元件可靠性研究中，有如下两条电路(见图 1.8 ),其中 A1,A2,A3,A4 为 4 个

继电器，是否导通是相互独立的.设每个继电器导通的概率都是 P, 求l到 R为通路的概率.

(a)先串联后并联 (b)先并联后串联

图 1.8 继电器连接方式

解 令a=｛第 i 个继电器导通｝j= 1,2,3,4,则图 1.8 (a) 中｛上 到 R 为通路｝= 4142 U

A3A4,由独立性和事件运算规则，图 1.8 (a) 中

P(AiA2) = P(A3A4) =@2,

P(AM2 U43A4) =p2 +/ _/ =/(2 _p2).

同样可以计算图 1.8 (b) 中上到 R 为通路的概率为

P((4 u A3)(A2 u人))= P(/1 U 4)2 = p2(2-p)2.

由于〃(2— 02) ≤p2(2— p)2, 所以图 1.8 (b) 先并联后串联电路的可靠性比图 1.8 (a) 先串联
后并联电路的可靠性要强. 口

定义 1.18 n 个事件两两独立
设 ai,Z2,・・・，4九 是样本空间 12 中的几 个事件，如果其中任意两个事件相互独立，那

么称事件 Ai,X2,--- ,An 两两独立.
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显然，相互独立的事件列一定是两两独立的，反之则未必.下例给出了一个反例.

例1.29(两两独立而不相互独立的反例) 有四个同样的小球,分别在其上写上

和“1,2,3”. 引进三个事件：4=｛随机取一球,球上有数字讣，i= 1,2,3.试讨论事件4,4,

4是否相互独立.

解 易知 P(4) = P(4) = p(4)= Q(4A2) = P(23) 二口44)二 )，但是却

有 =%P(A1)P(A2)P(A3),所以事件4,A2,A3 两两独立，但不相互独立.口

有限个事件相互独立和两两独立的概念可以自然地推广到无穷个事件场合.

定义 1.19 独立事件列

如果事件列｛4九：k=1,2,・・・，oo｝中任意有限个事件相互独立，那么称其为独立事件
列.如果其中任意两个事件相互独立，那么称其为两两独立事件列.

1.6* 扩展进阶：求概率的一些方法

全概率公式是概率论前期发展中的一个重要里程碑，其意义和价值远远超出了时间的局

限.它的要点是在 P中引入一个适当的划分,把概率条件化，以达到化难为易的目的.因此其
在概率的计算中占有非常重要的地位.

1.6.1 选择合适的样本空间

例L30 口袋中有 0 个黑球和 b个白球，它们除颜色不同外，其他方面没有任何区别.现

把球随机地一个一个摸出来，求第 k 次摸得一个黑球的概率.

解 解法 1 把 0 个黑球及 b 个白球都看作是不同的 (例如设想对它们进行编号). 若把

摸出的球依次放在排列成一直线的 a + b 个位置上，则可能的排列法相当于把 a + b 个元素进

行全排列，总数为 (a + 6)!. 有利场合数为 ax (a + b— 1)!,这是因为第 k 次摸得黑球有 a 种

取法，而另外 a + b— 1 次摸球相当于把 a + 6—1只球进行全排列. 故所求概率为

a+ b(a + b)!
a x

P=一
(a + b — 1)! a

解法 2 把 a 个黑球看作是没有区别的，把 b 个白球也看作是没有区别的. 仍把摸出的

球依次放在排列成一直线的 a + b 个位置上，因为若把 Q 个黑球的位置固定下来，则其他位置

必然是放白球，而黑球的位置可以有 种放法. 这时有利场合数为 这是

由于第 k 次摸得黑球，这个位置必须放黑球，剩下的黑球可以在 a +6-l 个位置上任取 a-1
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个位置，因此共有 种放法. 所以所求概率为

（a+ b — 1、
〈 a— 1 J a

P

（a +匕）
a + b'

这种情况的出现并不奇怪，这说明对于同一随机现象，可以用不同的模型来描述，只要方

法正确，结论总是一致的.

1.6.2 递推法（条件化）

于是由全概率公式得

ri = 2,3,….

所以就有

例L31 甲、乙二人轮流抛掷一枚均匀的骰子.甲先掷，一直到掷出了 1点，交给乙掷，而

到乙掷出了 1点，再交给甲掷，并如此一直下去.试求第 n次抛掷时由甲掷的概率.

解以4 表示事件“第九次抛掷时由甲掷"记外 = P（Any 我们以4一1 和4一1 作

为对 O的一个划分，易知

外T -11 2
外一广 3

反复利用该式，并注意 pi = 1,即得

5 — 1
P{An\An-±)=- , P(An\An_i)= -

Pn = ^(^n) = + P(An-i)P(An|An-i)

5 、 2 1= ^Pn-1 + &(1 — Pn-1) = gPn—l + & •o 6 3 6
经过整理，将上式化为易于递推的形式

1 /2

|) +1 "12・・.

^
=|

1.6.3 利用概率性质求解

例 1.32 参加集会的几个人将他们的帽子放在一起，会后每人任取一顶帽子戴上. 求恰
有 k 个人戴对自己的帽子的概率.
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解 为叙述方便，我们把 "一个人戴对自己的帽子”简称为“1 个配对”，并记 Ak =｛恰
有 k 个配对｝, 用 |4|表示 A 的有利场合数.

先看 k = 0 的情形，即求 Ao =｛n 个人中无配对｝的概率. 令 Bi =｛第 i 个人配对｝,
n

z = 1,2,•••^n.则 Aq = Bi，从而
c=1

n

P（No）=£P肉- £ P（B叫）+ .••+（—1严Tp（BiB2…Bn）�
£=1 l≤^<<7≤n

不妨设 n 顶帽子已排放完毕，样本点就是 n 个人的全排列，即 =咽易见

|% =（九—1）!, |5约|=（0—2）!,

\BiBjBk\ =（n- 3）!,•••, …Bn\ = 0!= 1,

代入可得

整理得到

P(4°) =1-嗝)=1-片 -1+…+(T尸：卜一(-坤• .
e=0

•

九

1 1 1

口而？丁 西方 +…+7广瓶

下面对一般的 k 2 1 求 P（AQ. 为此记 Ck =｛恰好某指定 k 个人配对｝. 由乘法原理可

得 \Ak\ = 注意到恰好某 k 个人配对相当于其余几 —k 个人无配对，由上述 Ao 所

得结果知
n—k

〔

「◎）= £（-1）;

注意到此时共有几-k 个人，故上述概率等于 /吗.由此可得
（n — k）!

我们最终得到

此结果对于 fc = 0,1,- ••,n 全成立.令几—> oo,极限概率为 .
k!

例 L33（配对问题续）要给几 个单位发会议通知，由两个人分别在通知上写单位名称和

写信封.如果写完之后，随机地把通知装入信封.试求下述各事件的概率：（1）恰有 k 份通知

装对信封；（2）至少有 m 份通知装对信封.

解用 上k 表示事件“恰有 k 份通知装对信封”，用 Am 表示事件“至少有 m 份通知装
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对信封”.在上题中我们已经求出 Ek 的概率.所以

1
n—k [

/=0
J

n

最后，因为 4n= U 4,且事件 EgEm+l,…，后两两不交，所以立知

k=m
n n n—k

〔
n n—k

〔

p&)= £r&)= £ 而£(』厂£ £(—°'而k=m k=m ，=O k=m j=0

1.7 扩展阅读 1: 贝叶斯公式和垃圾邮件识别

垃圾邮件一直令我们每个使用电子邮件的用户烦恼. 调查显示，93% 的被调查者都对他

们接收到大量垃圾邮件非常不满. 一些简单的垃圾邮件事件也造成了很有影响的安全问题.

2000 年欧盟委员会的一项研究显示，日益增加的垃圾邮件会造成一年 94 亿美元的损失. 一

些资料表明，垃圾邮件可能会造成每个用户 600 美元到 1 000 美元的损失. 垃圾邮件的数量

随着互联网的不断发展而大量增长，成了计算机病毒新的、快速的传播途径.因此，很多反垃

圾邮件的措施都被提出来，但是只有非常少的被实施了.不幸的是，这些解决办法也不能完全

阻止垃圾邮件，还对正常的邮件来往产生影响.

正确识别垃圾邮件的技术难度非常大. 人们最早使用“关键词法”和“校验码法”来过

滤垃圾邮件.关键词法的过滤依据是特定的词语；校验码法则是计算邮件文本的校验码，再与

已知的垃圾邮件进行对比.它们的识别效果都不理想，而且很容易被规避. 1998 年，国际先进

人工智能协会的文本分类学习研讨会上，研究者第一次报告了贝叶斯推断可以用于垃圾邮件

过滤中，但因误判率较高而未得到广泛关注. 2003 年，研究发现误判率可以得到极大的降低,

这使得贝叶斯垃圾邮件过滤器得到广泛使用，其过滤效果好得让人不可置信.此外，贝叶斯过

滤方法还具有自我学习能力，会根据新收到的邮件，不断调整. 收到的垃圾邮件越多，它的准

确率就越高.

贝叶斯垃圾邮件过滤器

对一封新邮件，我们假定它是正常邮件的概率是 p,即若记 A =｛垃圾邮件｝,则 P(A)=

1-P. 然后，对这封新邮件的内容进行解析，发现其中含有一些特定的关键词，例如“，中奖-

记这些特定词语的集合为 那么这封邮件属于垃圾邮件的概率提高到多少？即在有这些特

定词语 B 的条件下，邮件是垃圾邮件的概率为 P(A\B).这时利用贝叶斯公式来计算该条件

概率

P(A\B) =
P(B|4)P(Z)

+P(8| P (X)
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其中 P{B\A）表示所有垃圾邮件中出现特定词语 B 的概率. 例如，我们假设 B =“中奖”，

100 封垃圾邮件中有 5 封包含“中奖”这个词，那么 P（B\A）= 0.05. P（B\A）表示所有正常
邮件中出现“中奖”这一词语的概率.我们假设 1 000封正常邮件中有 1封包含“中奖”这个

词，那么 P（8|五）= 0.001. 再假设一封邮件是垃圾邮件的概率是 0.5, 即 P（A）= P（A）= 0.5.
于是

~
। 0.05 x 0.5

= = 0.980 4.' 1 ' 0.05 x 0.5 + 0.001 x 0.5

基于关键词“中奖”的贝叶斯推断能力很强,它将判断为垃圾邮件的概率由 0.5提升到了 0.98.

这样是否可以直接用于垃圾邮件过滤？注意，我们还有两个核心问题没有解决：

o P{B\A）和 P{B\A）是我们假定的，怎样实际计算它们？

」正常邮件也是可能含有“中奖”这个词，误判了怎么办？

对第一个问题,我们可以通过历史资料库来估计这两个概率，即通过使用已经识别好的两

组邮件（正常邮件和垃圾邮件）来对这些条件概率进行估计（称为对贝叶斯垃圾邮件过滤器进

行“训练”）. 研究者使用了 4 000 封正常邮件和 4 000 封垃圾邮件. 训练的过程很简单. 首

先，解析所有邮件并提取每一个词.然后，计算每个词语在正常邮件和垃圾邮件中的出现频率

并将其作为 P{B\A）和 P（B|X）的估计.比如，我们令 B =“中奖”这个词，在 4 000 封垃圾

邮件中，有 1 000 封包含这个词，那么它的出现频率就是 0.25 = 而在 4 000 封正常

邮件中，只有 4 封包含这个词，那么出现频率就是 0.001= P（切用（如果某个词只出现在垃圾
邮件中，就假定它在正常邮件的出现频率是 1%,反之亦然.这样做是为了避免概率为 0. 随着

邮件数量的增加，计算结果会自动调整）. 未知的概率被估计后，过滤器就可以对新的邮件进

行分类了.

对于误判问题，常采用“多特征”判别方法. 例如，使用单一关键词“中奖”可能会误

判的问题，那就联合其他关键词一起来判断，如果这封邮件中除了关键词“中奖”，还有“遗

产”“彩票”“免税,，“幸运”等关键词，那么就通过这些词语联合认定这封邮件是垃圾邮件.

记这些关键词为 81,62,-・，8办 则需要计算该邮件在含有这 d 个关键词的条件下，其是垃圾

邮件的概率

玳川8出…吁
口氏.…以⑷P ___

L 1 2 打 P（岛为…为⑶P +P（3明…
其中联合条件概率 显…为⑷ 和 P（B14…即为 未知且难以计算. 简单使用它们

在历史资料库中的频率来作为概率，在实践中被证明效果很差. 朴素贝叶斯方法假设所有关

键词之间相互独立（严格说这个假设不成立，实际上各词语之间不可能完全没有相关性，但可

以忽略），所以

P(8i|/)P(82 P(吻4)P(吃 — —
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例如，如果我们使用“中奖”“遗产”“彩票”这三个关键词，并且假设它们在正常邮件中出现

的频率相同，均为 0.001;在垃圾邮件中各自出现的频率均为 0.05,那么
n n r

P(A\ByB2B^ = ——. r—— = 0.999 992.I । 1 2 3/ 0.053 x 0.5 + 0.0013 x 0.5

多个词语联合使用显然提高了估计概率.

基于贝叶斯公式的贝叶斯垃圾邮件过滤器是垃圾邮件过滤方法中的重要方法，其已经得

到了广泛的应用和深入的研究.

1.8 扩展阅读 2: 三门问题

三门问题源自博弈论的数学游戏，据传出自美国的电视游戏节目 Let's Make a OeaZ.问

题的名字来自该节目的主持人霍尔 (Monty Hall),因此也称为蒙提霍尔问题. 这是一个引起

许多人激烈争论的问题，它的正确解让大多数人难以理解和相信.问题如下：舞台上有三扇

门，其中一扇门的后面是一辆汽车，而另外两扇门后面是山羊，你在门前选中后面有车的那扇

门就可以赢得该汽车.当你选定了 1 号门，并告诉主持人，但未去开启它的时候，游戏主持人

打开 3 号门，露出门后的山羊.然后主持人问你要不要改变主意，选择未开启的 2号门.你会

如何选择？

闻实验 扫描实验 1的二维码进行三门问题模拟实验，重复实验，观察胜率的变化.

B 该问题的一个有趣之处是，你的决定很大程度上取决于主持人是否知道哪扇门后面有汽

车.设七 表示你选择了 分 号门，G 表示汽车在 i号门后面, 表示山羊在 z号门后面， 表

三门问题 示主持人打开了 i号门，i = 1,2,3.不失一般性，设你选择了 1 号门，而主持人打开的是 3 号

门.问题的关键是计算

3G3)=
3G3)

3G3)
•

根据乘法公式,有

3G3)= F(G)P(H|G)P(G3|CiH)P(H31G3。1匕)�
由随机性，易见

P(G)=〈， P(K|Ci)= ；.
O j

在汽车放在 1号门后的条件下，山羊只能放在 2号或 3号门后面，故

P(G3|CiH) = g・
在汽车放在 1 号门后面 (该信息蕴含山羊放在 3 号门后面)，以及你的选择为 1 号门的条件

下，主持人只能在 2和 3号门之间随机选择一个打开，因此

P(H31G301h)=

回
我
回
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所以有
/ 11113G3)= -x^x^x-J J / /

1
36

另一方面，分母 3G3)的计算中需要考虑主持人是否知道汽车的位置.

若主持人不知道汽车的位置，则

11113G3)= = -x-x- = -,
J J / lo

其中 P(4|HG3) = 1/2 是因为主持人不知道汽车的位置，同时又不能把你选择的 1 号门打

开,所以此条件概率为 1/2. 因此，你不必改变主意，因为即使你换为 2 号门，门后有汽车的概

率仍为 1/2.
若主持人知道汽车的位置，则情况会有变化，主持人不会在 2 号和 3 号门之间作随机选

择.因为山羊在 3 号门后面是条件,所以汽车只能在 1 号和 2 号门后面,故主持人只能打开 3

号门，所以

P(H3|HG3) = p(h3G|HG3)+ P(H3c2MG3)

= P(H3|C1HG3)P(C1|HG3) +P田3|C2HG3)P(Q|HG3)

由此得到

113 1P(Y]H3G3) = - x - x - = — ,3 3" 3 3 4 12，

1 / 1 \ -1 1P(C1Y1H3G3)=
君

X (顶) =g・
也就是说，你此时改选 2 号门是明智的，此时赢得汽车的概率是 2/3.
由上面分析得出，不管主持人是否知道汽车的位置，你的最优策略是改变你的选择.

该问题在历史上曾经引发了激烈的争论.作为智商创造过吉尼斯世界纪录的人，莎凡特

(Marilyn vos Savant, 1946一 )在杂志 Parade 中开辟了名为 “Ask Marilyn" 的专栏，专门
用来解答困难的智力问题. 1990 年，有人将该问题提给她，她对这个问题的解答和上面的分

析一致，即应该更换选择.在主持人知道汽车位置的情况下，不换的话只有 1/3 的概率赢得汽

车，改换以后有 2/3 的概率赢得汽车.她的这一解答引发了读者的激烈争论，许多人认为该答

案过于荒唐.因为直觉告诉人们：如果被打开的门后是山羊，这个信息会改变剩余两种选择的

概率，它们各为 1/2. 持有这种观点的人有相当一部分来自数学或科学研究机构，许多人持有
博士学位，甚至大名鼎鼎的数学家爱尔迪希 (Paul Erdos, 1913—1996) 也持这种观点.还有大
批报纸专栏作家也加入了声讨莎凡特的行列.在这种情况下，莎凡特向读者求助，有数万名学

生进行了模拟.一个星期后，实验结果从美国各地传来，结果的确是 2/3 和 1/3. 随后，麻省理
工学院的数学家和洛斯阿拉莫斯国家实验室的程序员都宣布，他们用严格的理论推算以及计

算机进行模拟实验的结果，支持了莎凡特的答案，争论才慢慢平息.
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第一章 事件及其才既率

本扩展阅读可参见（张颍，2018）.

本章总结

必然事件

｛不可能事件

事件的运算

随机试验 — 事件及其概率 —
、不相容事件

统计定义

主观概率

古典概型
事件的概率

乘法公式

条件概率 全概率公式
〔公理化定义

贝叶斯公式

相互独立

图 1.9 第一章知识点结构图

独立性 f ~~

［两两独立

事件的和

事件的差

基本事件
事件的定义（〔随机事件

事件的积

对立事件

重点概念总结

概率论中最基本的概念就是样本空

间和事件，当样本空间和事件与集合

论中的全集和子集建立一一对应关
系后，事件运算化为集合运算，事件

概率化为集合的标准化测度.

口概率的公理化定义就是： 事件的什

么函数可以视为概率.科尔莫戈罗夫

提出的公理化定义提供了展示各种

概率结构的大舞台.下一章给出了若

干经典的概率模型，例如古典概型、

二项分布、正态分布等，根据给出的

概率结构就可以计算事件的概率.

事件发生概率的计算经常涉及事件

运算，同时发生事件概率的运算经常

通过条件概率和事件的独立性进行.

全概率公式和贝叶斯公式是概率论

中的基本计算公式，要清楚地理解这

两个公式的概率意义.

已有的概率论教材有许多，其中比

较有影响力的是 （费勒,1964） 和

（CHUNG,2001）.
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习 题

习题

1.写出下列各试验的样本空间及指定事件的样本点.

(1)连续两次掷骰子,4=｛第一次掷出的点数比第二次的大｝,8=｛两次点数相等｝,c=｛两
次点数之和为 10｝;

(2)连续 3次掷硬币，4=｛第一次为反面｝,5=｛有两个正面｝,c=｛三面都相同｝;
(3)以原点为圆心的单位圆内随机取一点，A =｛所取之点与原点的距离小于1/2｝,C =

｛所取之点与原点的距离小于1/2 且大于 1/3｝.

2.某炮弹射击目标 3次，记4=｛第6次击中目标 ｝(o = 1,2,3),用 41,42,43 表示下列

事件：

(1)仅有一次击中目标；

(2)至少有一次击中目标；

(3)第一次击中且第二次、第三次至少有一次击中；

(4)最多击中一次.

3.设一个试验的样本空间为 [0,2],记事件 A =｛1/2< / 1｝,B =｛1/4 <I《3/2｝,写

出下列各事件：

4豆； AUB; (3) AB; (4)福.

4.市场调查员报道了如下数据：在被询问的 1 000 名顾客中，有 811 人喜欢巧克力糖，752

人喜欢夹心糖，418 人喜欢奶糖，570 人喜欢巧克力糖和夹心糖，356 人喜欢巧克力糖和

奶糖，348 人喜欢夹心糖和奶糖以及 297人喜欢全部三种糖果.证明这一消息有误.

5.一小区居民订阅报纸的统计数字如下：订甲种报纸的占 40%,订乙种报纸的占 25%,同

时订上述两种报纸的占 15%.求下列事件的概率：(1)只订甲种报纸的；(2)只订一种报

的；(3)至少订一种报的；(4)两种报都不订的.

6.设 4,8是两事件且尸⑷ = 0.7,P(B)= 0.8,问：

(1)在什么条件下， 取到最大值，最大值多少？

(2)在什么条件下，P(AB)取到最小值，最小值多少？

7.设 P(A)= a〉0,P(B)= b〉0,试确定 P(AB)的取值范围.

8.设 48,0 是三事件，已知 P(A)= P(B) = P(C) = 1/3, P(AB) = P(BC)= 1/8,

P(AC)= 0.求48,C 至少发生一个的概率.

9.一个班有 30个同学，求 12 个月中有 6个月恰好包含 2个人生日，有 6个月恰好包含 3

个人生日的概率.

10.一停车场的 A 区域一排有 12个停车位，某人发现其中有 8 个停车位停了车，而 4 个空

的停车位是连着的，这种现象是随机的吗？
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11. 从一副 52 张的扑克牌中随机抽取 10 张，求包含所有 4 种花色牌的概率.

12. 甲、乙两选手进行乒乓球单打比赛，已知在每局中甲胜的概率为 p(p> 1/2),乙胜的概

率为1-R 比赛可采用三局两胜制或五局三胜制，问哪一种比赛制度对甲更有利？

13.* 甲、乙二人约定了这样一个赌博规则：有无穷个盒子，编号为 n 的盒子中有 几 个红球、

1个白球，n = 1,2,•・ . . 甲拿一个均匀硬币掷到出现正面为止,若到这时甲掷了 n次，则

甲在编号为 n 的盒子中抽出一个球，若抽到白球算甲胜，否则乙胜.你认为这规则对谁

更有利？

14.* 设有 n 个人随机地坐到礼堂第一排的 N 个座位上，试求下列事件的概率：

(1)任何人都没有邻座；

(2)每人恰有一个邻座；

(3)关于中央对称的两个座位至少有一个空着.

15.* (伯川德问题)在半径为 1的圆内任取一条弦，在下列条件下求弦长大于 的概率：

(1)弦的端点等可能地落在圆周上；

(2)弦的中点等可能地落在圆内；

(3)弦的中点等可能地落在与之垂直的直径上.

(由本问题可知，在不同的样本空间中考虑等可能性会得出不同的结论，所以在计算相关

的概率时，一定要清楚样本空间是什么.)

16.* 从一个给定的 2n+l 边的正多边形的顶点中，随机 (即等可能)地选择 3 个不同的顶点,

求该正多边形的中心恰好位于这三个顶点所确定的三角形内部的概率.

17. 甲、乙两人约定在下午 3:00 和 4:00 之间到某公交始发站乘公交车，该公交始发站每隔

15 min 发出一辆公交车.假定甲、乙两人在这期间到达为等可能.现约定见车就乘，求

甲、乙同乘一辆车的概率.

18. 在一次游戏过程中有两队需要合作，甲队将于 12:30 到 1:00 间到达某地闯关过河，乙队

将于 12:00 到 12:30 半到达此地为甲队准备船只，准备船只需要 15 min, 请问甲队到达
即能过河的概率是多少？

OO

19.* (博雷尔-坎泰利 (Borel-Cantelli)引理)设{An,n 1) 为事件列.事件及 = U4表
k=n

oo

示事件 4,4+1,… 中至少有一个发生，而事件 C = n Bn 表示事件 81,52,•- 同
n=l

时发生.所以事件 C 表示事件列 An,n 1 中有无穷个事件发生，我们把事件 C 记为
{An,i.o.}(i.o. 是无限频繁 (infinitely often) 的缩写).试证明如下的博雷尔-坎泰利引理.
对于事件列 An,n 1,

OO

(1)如果 ^P(Ak)< oo, 那么P(4期 i.o.) = 0;
k=1
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如果{4,k 1}相互独立， = 0C,那么 P(An,i.o.) = 1.
k=l

提示： 公 <j,则事件 B D为，所以

P(4,i.o.)= lim P(Bn),
n->oo

再用不等式

(OO
\ oo

"卜"(4);k=n / k=n

(2)对 0 < Z<1,利用不等式 ln(l — X)> —

20.* 如果把 P{A\B)> P(A)理解为 “B 对 A 有促进作用" 那么直观上似乎能有如下的结论:

由 P(A\B)> P(A)及 P{B\C)> P(B)推出 P{A\C)> P (意思是 B促进了4c促
进了瓦故 C促进了 A).举一简例说明上述直观看法不对.

21.考虑一元二次方程 /+ Bi+0 = 0,其中50分别是将一枚均匀骰子连掷两次先后
出现的点数.求该方程有实根的概率和有重根的概率.

22. 某路公共汽车共有 11 个停车站，由始发站开车时车上共有 8 名乘客.假设每人在各站

(始发站除外)下车的概率相同.试求下列各事件发生的概率：

(1) 8人在不同的车站下车；

(2) 8人在同一车站下车；

(3) 8人中恰有 3人在终点站下车.

23.* 设某地有几+1个微信群，某个造谣者向第二个微信群转发了谣言，而第二个微信群中
有人向第三个微信群转发该谣言，如此下去. 在每一步中，谣言的接收群都是随机从其

余 n个微信群中选取的.

(1)求谣言传播了『次后还没有回到第一个造谣者所在的群的概率；

(2)求没有一个微信群两次收到谣言的概率；

(3)若每次随机地向 m 个微信群传播谣言，回答上面两个问题.

24.有两箱同种类型的零件.第一箱装 50只，其中 10只为一等品；第二箱装 30只，其中 18

只为一等品.今从两箱中任挑出一箱，然后从该箱中取零件两次，每次任取一只，做不放

回抽样.试求：

(1)第一次取到的零件是一等品的概率；

(2)第一次取到的零件是一等品的条件下，第二次取到的也是一等品的概率.

25.设笔袋中有 r 支红色铅笔、b 支黑色铅笔. 每次从袋中任取一支笔，观察其颜色后放回

并再放入 Q 支同色的铅笔.求第一次、第二次取到红色铅笔且第三次、第四次取到黑色

铅笔的概率.

26.某工厂的一、二、三号车间生产同一种产品，产量各占总产量的 1/2, 1/3, 1/6,次品率
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分别为 1%,1% 和 2%.现从该厂产品中随机抽取一件产品.

(1)求该产品是次品的概率；

(2)若发现该产品是次品，求它是一号车间生产的概率.

27. 设男性色盲的概率为 0.05, 女性色盲的概率为 0.002 5,现发现从人群中任选的一人为色

盲患者，求此人为男性的概率.

28. 设有来自三个地区的考生报名表共 50 份，三个地区分别有 10 份、15 份和 25 份，其中

女生报名表分别为 3 份、7 份和 5 份，现随机地选一个地区，从该地区的报名表中先后

抽出 2 份.

(1)求先抽到的 1份是女生报名表的概率；

(2)已知后抽到的 1 份是男生报名表，求先抽到的 1份是女生报名表的概率.

29. 罐子中有 25 个球，其中 20 个红球、5 个黑球.从中不放回取出 5 个球，不看颜色直接扔

掉.然后再从剩下的球中随机摸出一球发现是红球，求扔掉的球里至少有两个红球的概率.

30. 假定某种病菌在群体中的带菌率为 10%.在检测时，带菌者和不带菌者被检测出阳性的

概率分别为 0.95和 0.01.

(1)现有某人被测出呈阳性反应，该人确为带菌者的概率是多少？

(2)* 上一问中的人又独立地做了一次检测，检测结果依然是阳性，问在两次检测均呈阳
性的情况下，该人确为带菌者的概率是多少？

31. 桌上有 3 个笔筒，第 1 个笔筒装有 2 支红芯圆珠笔、4 支蓝芯圆珠笔；第 2 个笔筒装有 4

支红芯圆珠笔、2 支蓝芯圆珠笔；第 3 个笔筒装有 3 支红芯圆珠笔、3 支蓝芯圆珠笔.笔

筒外表看起来一模一样，先随机取一个笔筒，任取一支笔出来.

(1)试求取得红芯圆珠笔的概率；

(2)在己知取得红芯圆珠笔的条件下，问笔从哪个笔筒中取出的概率最大？

32. 计算机信号“0”和“1”传递出去，信息站接收的时候，0 被误收为 1 的概率为 0.02, 1
被误收为 0 的概率为 0.01.信号 0 和 1 传输的频繁程度为 2:1. 若接收到的信号是 0,

真实信号是 0 的概率是多少？

33. 有甲、乙两只口袋，甲袋中有 5 只白球和 2 只黑球，乙袋中有 4 只白球 5 只黑球.先从

甲袋中任取两球放入乙袋，然后再从乙袋中任取一球.

(1)求从乙袋中取出的球为白球的概率；

(2)若已知从乙袋中取出的球为白球，求从甲袋中取的两球中有白球的概率.

34. 证明：若 P(B\A)= 用，则事件 Z 与 B 独立.

35. 如果 P(B\A)> P(B), 那么称 A 倾向于 B.证明：如果 A 倾向于 那么 A也倾向于 B.

36. 事件 A 与事件 B 至少发生一个的概率是 0.12, 同时发生的概率是 0.1, 请问事件 A 与

事件 B 相互独立吗？
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习题

37.对于三个事件 4区c,若

P(AB\C)= P(A\C)P{B\C)

成立,则称z与6关于0条件独立.若已知 a与6关于 C与I条件独立,且P(c)=
0.5,P(A\C)= P(B\C)= 0.9,P(A\C)= 0.2,P(8C)= 0.1,试求 P(A),P(8),P(AB\

并证明 a 与 b 不相互独立.

38.对同一目标进行三次独立射击，第一、二、三次射击的命中率分别为 0.5, 0.6 和 0.8,

试求：

(1)在这三次射击中，恰好有一次射中的概率；

(2)在这三次射击中，至少射中一次的概率.

39.求下列图中各系统能正常工作的概率，其中框图中的字母代表元件，字母相同但下标不

同的都是同一种元件，只是装配在不同的位置上，元件 A,BCD 能正常工作的概率分

别为 Pa.Pb.Pc.Pd-

40.一个电路共有三个继电器，当第一个继电器断开,或者第二个、第三个同时断开时，电路

断开. 现设三个继电器断开的概率依次为 0.3, 0.4, 0.6,且三个继电器断开与否相互独

立.求电路断开的概率.
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第二章 随机变量及其分布

学习目标

了解为什么要引入随机变量以及随机变量的分类

掌握用分布函数来研究一般的随机变量，其中用概率质量函数 (分布律) 来研究

离散型随机变量，用概率密度函数来研究连续型随机变量

掌握几个重要的离散型随机变量和连续型随机变量

掌握如何求解随机变量函数的分布

2.1 随机变量的概念

概率论主要是研究样本空间中随机事件发生的概率，但是样本空间中的元素可以是很具

体的东西，不同随机试验的样本空间不同.而我们主要是关注随机事件发生的概率机制，不希

望一个样本空间一种方法.例如，考虑随机试验瓦 中特定事件 A 发生或不发生，取样本空间

0=｛4加；在装有 3 个红球和 7个白球的口袋中摸球的试验当中，取样本空间 小=｛｛摸

出红球｝，｛摸出白球｝｝.假设在试验4 中 P(A) = 0.3, 在摸球试验瓦 中摸出红球的概率也

是 0.3, 可以看到这两个样本空间描述不同，但是样本空间的概率结构是一样的：两者都有两
个基本事件，基本事件发生的概率机制相同. 如何统一来研究样本空间中随机事件发生的概

率机制？从数学的角度看，最好把它们都放在同一个空间来比较和研究. 由于我们对直线最

熟悉，研究也最透彻，所以我们取这个空间为一维直线.这时，就有一个样本空间到直线 及 之

间的映射 X,该映射把基本事件对应于直线上的一个点. 这个映射就称为随机变量 (random
variable, 简写为 r.v.). 当然我们希望能用一个点或一个区间来方便地表达样本空间中我们感
兴趣的随机事件.

例2.1 从某厂的产品中随机抽取三件进行检验,A =｛抽出的产品是合格品｝,则检验的可
能结果有 8 种

AAA,A AA, AAA, AA N, AAA, AAA, AAA, AAA,

按顺序记为 = 1,2,-.. ,8. 如果我们关心的是三件抽取产品中的合格品件数，我们可以作
映射 X:c 见使

XQi) = 0,X(u；2) — X(u；3) — XQ4) — 1,

X@5) — X®6) = X(*7) = 2,X—8) = 3,



2.2 离散型随机变量的分布

反过来，事件｛X = 2｝=｛g ：X（g）= 2｝=｛N5M6M7｝,用语言也可表示为事件｛三件产品

中恰有两件合格品｝. 可以看出：

・映射 X 是单射，其把样本空间的样本点与实数｛0,1,2,3｝建立对应关系；
。给定样本点，映射 X 的映射关系是确定的，但是其值依赖于对应事件是否发生；
。对关心的区间 4 U胆｛X e 4｝的不确定性被明确定义，即为样本空间中对应事件的不
确定性.

通过此例我们可以得出，随机变量的取值取决于试验的结果，在试验前不能确切预知；随

机变量取某值是一个随机事件，因此随机变量取某些值或取值在某个区间有一定的概率. 于

是我们有如下的定义：

直观上，随机变量是取值随试验结果而定且有一定概率分布的变量. 从数学角度上我们

可以给出如下随机变量的严格定义：

定义 2.1 随机变量

随机变量 X 是一个映射，x ：r2 T氏对每个（可测集）ACR,｛X eA｝是一个（可定

义概率的）随机事件，且

p（x e 4）= e 0：X（M e A｝）. （2.1）

视频 扫描视频 5 的二维码观看关于随机变量的定义的讲解.

引入随机变量后，给事件的表达提供了方便，如在例 2.1 中，｛至少有 2 件合格品｝可以 果
表达为｛x 2｝.通常我们用大写的英文字母 x,v,z,w 等表示随机变量，而用小写的字母 口霸球
叫y a, b等表示实数. 巴随机上

比义

引入随机变量后，关于样本空间中随机事件发生的概率机制的研究化为对随机变

量的研究.问题是如何研究随机变量？通常我们希望用数或区间来表达感兴趣的随机

事件，所以第一个问题就是随机变量取哪些值？其次，我们关心随机事件发生的概率，

所以第二个问题是随机变量取这些值的概率. 这两个问题合在一起，就是研究随机变

量取哪些值以及取这些值的概率,这称为随机变量的分布（distribution）.我们分几种情

况来讨论.

2.2 离散型随机变量的分布

离散型随机变量就是取值为离散值的随机变量，由于其取值的可数性,如果了解其取每个

值的概率，那么该随机变量的性质就清楚了.因此定义如下：
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第二章 随机变量及其分布

定义 2.2 离散型随机变量和分布律

如果随机变量 X 只取有限多个或可数多个值，那么称 X 为离散型随机变量. 设 X 取

的一切可能值为 %22,… ，6,…,则

P(X = Xk) = Pk, fc = 1,2,••• ,n, ••• , (2.2)

其中
oo

Pk o, k = 1,2, £跳 = 1. (2.3)
k=l

(2.2) 式称为离散型随机变量 X 的分布律或概率质量函数 (probability mass function,

简写为 pmf).

分布律也可以用表格或矩阵表达

X 力1 /2 . • T ・ ・ ・

P P1 P2 • • Pn …
或

Xn

Pn

对定义 2.5 中的离散型随机变量 X,其分布律｛跳｝满足 (2.3)式.这是因为由随机变量

的定义和概率的性质知，1= p(o) = 22P(x =3)= +2叫，而非负性显然. 反之，如果有
k k

实数列｛Pk｝满足 (2.3) 式,那么可以定义一个离散型随机变量使其分布律为该实数列.
如果离散型随机变量 X 的分布律如 (2.2)式所示，那么对任意(可测)集合 4 u 股 有

尸(X")=P({g e 金：XQ) e A})

=p( U {" e°
：x(M =跳})= £ P(x =纵). (2.4)

下面介绍几种常见离散型随机变量及其分布律.

2.2.1 0-1 分布

定义 2.3 0-1 分布

若随机变量 X 的分布律为

X| 0 1

P 1—0 p

其中 o VP v 1. 则称 x 月良从 0 — 1 分布或者伯努利分布或两点分布.

0-1 分布随机变量 X 的分布函数也可以写为

P(X = /)=p*(l_p)
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2.2 离散型随机变量的分布

例 2.2 一般在试验中仅考虑事件 A 是否发生时，引入示性函数

Ia =
1, 4 发生，

0, 4不发生.

则 /月为 0 - 1分布的随机变量.
例2.3（数字通信）在数字通信中，信息是“0”和“1”编码进行传输.以传输的信息为单

字节 0 为例，由于信道会导致传输错误，接收到的单字节信息有 0 和 1 两种可能. 如果记接

收到 0的概率为 B 接收到 1的概率为 1 -p .那么接收的单字节信息 X 服从 0 - 1 分布.

例 2.4（可靠性）在电子系统中，某一器件运行一段时间后，该器件的状态有两种可能,

“正常”或者“失效”. 器件是否失效是具有随机性的事件. 如果设器件的状态为“正常”

的概率为 p,“失效”的概率为I-0 那么器件的状态 X 服从 0 -1 分布.

2.2.2 离散均匀分布

定义 2.4 离散均匀分布

若随机变量 X 的分布律为

F（X = /Q =± k = （2.5）
几

其中 xk,k =12…m为 n 个不同的实数. 则称随机变量 X 服从离散均匀分布，其

中常用的 3卜 = k,k = 1,2,…，n.

注意，前面例子提到的古典概型就是离散均匀分布.由此可知，古典概型是概率分布中的

沧海一粟！

例2.5（标记重捕（Capture-Recapture）模型）假设一个池塘中有 N 条鱼，从池中任意捞

M 条鱼并进行标记后再放回池塘，M《N.如果假设鱼在池塘中各处均匀分布，现从中捞出

n 条鱼，求其中恰有 m 条鱼有标记的概率.

解 显然这是一个不放回抽样的古典概型问题.从 N 条鱼中不放回的捕捞几 条的所

有可能的结果有（：）种，因此由等可能性，每种结果的概率为 1/（：）（即离散均匀分
布），因此以 X 表示所感兴趣事件“捞出的几 条鱼中有标记的数目”，则 X 为一随机变

量，4={X = th} 表示“捞出的几条鱼中有 771 条鱼有标记”，且

772 = 0,1,… ％

其中 |用 表示 A 的有利场合数.此分布称为参数为 的超几何分布.

'N —
n —

0
（M

…）=心=妊
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第二章 随机变量及其分布

2.2.3 二项分布 (binomial distribution)

设 A 为随机试验中的一个事件，其发生的概率为 p,0<p< 1. 则每次试验结果要么是

A 发生，要么是 A 发生，这种只有两种可能结果的试验称为伯努利试验，事件 A 发生常常称

为是“成功”.如果把该试验在相同的条件下独立重复 n次,记在 n次独立试验中事件 A 出

现的次数(即成功的次数)为 X,这是一个离散型随机变量，｛X = k｝表示事件 A 恰好发生

k 次，其中 fc = 0,1,• • • ,n.
下面我们来求 X 的概率质量函数. 记｛X = k｝表示在 n 次独立重复试验中事件 A 恰

好发生 上 次，其余八 — k 次事件 A 不发生，故｛X = 6｝=｛/：XQ) = "｝由()个基本事
件组成，注意到这些基本事件是两两不相容的.记 ｛事件 4 在第 k 次发生｝,由于每次试

验是独立进行的，故事件 Mn 相互独立，注意到每次试验中 A 发生的概率都是 P,

所以只要计算其中一个的概率即可.设其中一个基本事件为

44…44+1…4,

由独立性及不相容事件概率的可加性，

「⑶①…4&+1…4)=/(1-靖
P(X = k)=(胃0气1— p严—，k = 0,l,…，儿

注意 (2.6)式为一个概率质量函数，事实上，利用二项展开式有

陶1—切1=(2+1 — 0产 = 1,

(2.6)

结合非负性即得.

综上，我们有如下定义:

设离散型随机变量 X 所有可能取值为｛0,1,�一 ，n｝,0 <p< 1,如果其分布律为

(2.7)P(X = k) =

那么称 X 服从二项分布，常记为 X 而 P(X = k)常记为

定义 2.5 二项分布

n

k
泊(l—p)九 = 0,1,… ，必

匣实验 扫描实验 2 的二维码进行二项分布模拟实验，观察不同参数下分布的形状.

二项分布中概率分布 P(X = k) = b(明p,k), k = 0,1,… ，孙 呈现两头小中间大的上凸形

状，如图 2.1所示(以九 = = 0.25为例).

实验2 二项分布

50



2.2 离散型随机变量的分布

根据二项分布的定义，一个随机变量服从二项分布有以下两个条件：

。各次试验的条件是稳定的，这保证了事件 A 发生的概率 p在各次试验中保持不变.

。各次试验之间相互独立.

现实生活中有许多现象不同程度地满足这些条件.例如，工厂每天生产的产品.假设工厂每

天生产几个产品.若原材料质量、机器设备、工人操作水平等在一段时间内保持稳定,且每

件产品是否合格与其他产品合格与否并无显著性关联，则每天的废品数服从二项分布.

例 2.6 若 LED 灯的寿命超过 50 000 h, 则称为一级品，已知某厂以往的 LED 灯一级品
率为 03 现从仓库随机抽取了 30 支检验，问其中恰有 k 支一级品 LED 灯的概率有多大？

解 由于产品量大，可以认为这 30 支 LED 灯的抽取是独立的.故可认为是做了 30 次

独立试验,设X 为这 30 支 LED灯中一级品的支数，则由二项分布的定义，X 6(30,0.3),
故

P(X = k) = (：)0.36.730-t k = 0,1,… ，30.

当 k = 9 时，6(30,0.3,9) = 0.157 3,易证当 k =磔 = 30 x 0.3= 9 时，b(30,0.3,k) 取到最大
值. k = 0,1,…，30,6(30,0.3水)随 k 的变化如图 2.2 所示. 口
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第二章 随机变量及其分布

例2.7 历史上,对一些人是否有某种超感知力有过许多研究.例如，一个人注视一幅画,

另一个人是否能感觉到这幅画的存在？因为同卵双胞胎有相同的基因，所以科学家对他们

之间是否有超感知力进行了研究，猜牌实验是其中之一. 猜牌实验设计如下：一个房间中,

给实验者随机分发 4 张红桃扑克牌和 4 张黑桃扑克牌，牌面向上.实验者一一注视这些牌,

并集中注意它们的颜色. 在一公正的观测者给出已发扑克牌的信号下，旁边房间中实验者

的同卵双胞胎兄弟试图猜测这张牌的颜色. 设实验者的兄弟知道有 4 张红桃和 4 张黑桃.

在实验中，如果实验者的兄弟说对了 6 张牌的颜色，你认为这对兄弟之间是否有超感知力?

如果这个实验独立重复做了 10 次，实验者的兄弟有 5次说对了至少 6 张牌的颜色，你有什

么结论？

解 如果这两个同卵双胞胎之间没有超感知力，实验者的兄弟完全是随机猜的，可以计算

他猜对至少 6 张牌的颜色的概率. 样本空间 已是 4 张红桃和 4 张黑桃在 8 个有序位置上不

同的安排方法. 8 个位置任选 4 个位置放红桃，其余位置放黑桃的不同放法有 （ J = 70 种,

= 16 种，全部猜对只有 1 种可能（没有猜对 7 张的结而他猜对 6 张的可能结果有

果）.所以在没有超感知力情况下，他猜对 6 张及以上的概率为 17/70已 24.3%,这是一个很大

的概率，完全有可能在一次实验中实现，所以不能认为这对同卵双胞胎之间有超感知力. 为了

检验他们之间是否有超感知力，可以把这个猜牌实验独立重复做若干次,.比如 10 次，观测他

每次猜对至少 6 张牌的颜色的次数 X,由二项分布定义知，X 6（10, 由此可以算出

P(X》5)= 0.070 13, F(X 6)= 0.017 16,

P(X 7)= 0.003 0, P(X 8)= 0.000 4.

因此，如果实验者的兄弟有 5 次说对了至少 6 张牌的颜色，其概率比我们定义的小概率事件

的宽标准要大，不能认为他们之间有超感知力. 其余情况可以按我们前面定义的小概率事件

标准来衡量.

2.2.4 负二项分布

如果将伯努利试验一直独立地重复下去，以 表示第『次试验成功发生时的试验次数,

0= 1 — g 为成功的概率，那么 X,的分布律为

Pk = P（XT = k）=9（｛前次 - 1次恰有T -1次成功且第k次成功｝）

=P（｛前k - 1次恰有7 -1次成功｝）P（｛第k次成功｝）
k-1
r — 1

8)
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2.2 离散型随机变量的分布

称此概率分布为负二项分布，也称为帕斯卡分布，记为 NB(r,p).显然有

e^=eQ: …=力£(二W =「「a一尸= 1，k=r k=r' k=0 '
所以 (2.8) 式的确是一个离散型随机变量的分布律.我们将其称为参数为 p和 r 的帕斯卡分

布. 又因为上式表明，它可以用负二项展开式中的各项表示，所以又称为负二项分布. 于是我

们有下述定义：

定义 2.6 负二项分布

设随机变量 Xr 取正整数值，其分布律为

P(X, = %)=(：］ , k = r,『+1,…. (2

其中 r 为正整数，0 < p < 1,则称 X 服从参数为 的负二项分布或者帕斯卡分布.

记为 X NB/p).P(Xr= k) 则记为 就

府实验 扫描实验 3的二维码进行负二项分布模拟实验，观察不同参数下分布的形状.

图 2.3展示了 就(5,0.5, k) 随 k 的变化.
实验3 负二项分布

例 2.8 (巴拿赫 (Banach) 火柴问题) 某人口袋里放有两盒火柴，每盒装有火柴 n 根.他

每次随机取出一盒，并从中拿出一根火柴使用.试求他取出一盒，发现已空，而此时另一盒中

尚余 r 根火柴的概率.

解以4 表示事件“甲盒已空，而此时乙盒中尚余 7 根火柴" .由对称性知，所求的概率

等于 2P(4). 我们将每取出甲盒一次视为取得一次成功，以 X 表示取得第 n+1次成功时的
取盒次数，则 X 服从参数为 0.5 和九+1 的帕斯卡分布 (因为每次取出甲盒的概率是 0.5). 易

知，事件 A 发生，当且仅当 X 等于 2九 — r + 1. 所以所求的概率等于

2P(4)= 2P(X = 2九 一『+1)= Pn~ 2一2,

例 2.9 在独立重复的伯努利试验序列中，求事件 E ={n 次成功发生在 m 次失败之前}
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第二章 随机变量及其分布

的概率.

解 记 尸k=｛第 几 次成功发生在第 k 次试验｝，则
n+m—1

E= U &
k=n

且诸 Fk 两两不相容，故
九+m—1 n+m—1 /,

P(E)= £ = £ C". 口

在负二项分布中，若 r = 1,则 X1表示首次成功时的试验次数,其分布常常称为几何分
布，记为 X1 Ge(p). 由负二项分布的分布律 (2.8)式知几何分布的分布律为

P(Xi = k) = qi0,k = 12・・・.

几何分布具有如下定理所述的“无记忆性”性质.

定理 2.1
以所有正整数为取值集合的随机变量 X 服从几何分布 Ge(p), 当且仅当对任何正整数
m和 n, 都有

P(X >m^n\X>m)= P(X > 几). (2.10)

这个性质称为几何分布的无记忆性 (memoryless property).

证 设随机变量 X 服从几何分布，记 g =1-0,那么对任何非负整数 瓦 都有
OO OO

P(X>k)= £ P(X=j・)=p £ qjT = qk •

/=k+l J=fc+1
所以对任何正整数小和弧都有

V IV \
P(X >6+明 X>m)P(X >m+ n\ X>m)= ―― r' 1 ) P(X >咽

_ P(X > m+ n) _ 严+九
P(X > m) qn

=/ = P(X> 几).

故知 (2.10) 式成立. 反之，设对任何正整数 m和％都有 (2.10) 式成立.对非负整数 k, 我
们记 w = P(X > k) . 于是由 (2.10) 式知，对任何正整数 队 都有 pk > 0,并且对任何正整

数 772 和k，都有 Pm+n = Pm ' Pn - 由此等式立知，对任何正整数 仍 都有 =以已 因为

P1 > 0,而若 Pl = 1,则必导致对一切正整数仍 都有 Pm = 1,此为不可能，所以对某个小

于 1 的正数 q, 有 pi = q. 由此不难得，对任何正整数私 都有

P(X = m) = P(X >m-l)-P(X > m) = pm-i — pm = 一 qm =p《加一匕

所以 X 服从几何分布.
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2.2 离散型随机变量的分布

2.2.5 泊松 (Poisson) 分布

首先考虑如下例子:

例2.10 假定体积为 u 的液体包含有一种数目为 N 的微生物，微生物没有群居的本能,

它们能够在液体的任何部分出现，且在体积相等的部分出现的机会相同. 现在我们取体积为

D 的微量液体在显微镜下观察 (例如观测某人血液中白细胞数) ，问在这微量液体中将发现

1个此种微生物的概率是多少？

解 我们假定/远远大于 0. 由于假定了这些微生物是以一致的概率在液体中散布，因
此，任何一个微生物在 0 中出现的概率都是 0/K 因为假定了微生物没有群居的本能，所以

一个微生物在 D 中的出现，不会影响另一个微生物在 D 中的出现. 这满足二项分布的试验

机制，因此，微生物中有 r 个在 D 中出现的概率就是

=°,1,…，N. (2.11)

在这里我们还假定微生物是非常小的，拥挤的问题可以忽略不考虑，即 N 个微生物所占据的
部分对于体积 D 来说是微不足道. 在 (2.11) 式中令 v和 N 趋向于无穷，且微生物的密度

N/V = d保持常数.将 (2.11) 式改写成如下形式:
N(N-1)(N-2)… (N — n+1)

x\Nx (钓IT厂

当 N 趋于无限时其极限为

e-Dd(Dd)x
c! = 0, • • • .

令 0d = 人 则 (2.12)式为一个概率质量函数.这就是著名的泊松分布.

(2.12)

因此，泊松分布定义如下:

定义 2.7 泊松分布

若随机变量 X 的分布律为

P(X = k) = e-Xyv，k = 0,1,• • • ,X > 0, (2.13)

则称 X 服从参数为 A 的泊松分布，记为 X F(A).

应L 实验 扫描实验 4 的二维码进行泊松分布模拟实验，观察不同参数下分布的形状.

因为 eA 有级数展开式

eA 、 A2 Xk
=1+入+h+…+豆 +…

实验4 泊松分布
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第二章 随机变量及其分布

所以
OO

£p(X = k)= l.

图 2.4 展示了 P(5)取值 0—14 的概率值. 可以看出，泊松分布的分布律是单峰的，其最

高峰在 k = 5的附近，在右方远处概率值降至接近 0.泊松分布有着许多重要的应用，典型例

子是电话总机在单位时间内接到的转接电话数、纺纱机单位时间内的纺纱断头数、交通路口

的交通事故数、放射性物质放射的射线到达计数器的 a 粒子数、固定时间段内地震次数等.

泊松分布常用来描述稀有事件发生的概率.

例2・11 经济学家博尔特基耶维奇 (Ladislaus Bortkiewicz,1868-1931)统计分析了 19

世纪末的 20 年间普鲁士士兵被马踢死的数据，试图从中找到规律，发现这是泊松分布的一个

完美应用场景,他在自己的著作《小数定律》中引入了这个经典案例，使得泊松分布名声大噪:

他指出，每个部队每年的此类死亡人数服从泊松分布

由表 2.1，总的死亡人数为

109 x0+65 x1+22 x2+3x 3+1x4 = 122.

表 2.1 200 支骑兵部队一年中被马踢死的人数统计

每支部队每年死亡人数 0 1 2 3 4 》5

部队个数 109 65 22 3 1 0

每年无人死亡的骑兵部队数为

122
因此，每支部队每年的平均死亡人数为 输 = 0.61,即可以用 P(0.61)来近似.由此可以预计

ZUU

0 61°e-0-61
N(0)= 200 x —— = 108.7,

或者四舍五入到最近的整数 109.这恰好是表 2.1 中的数字. 类似地，将四舍五入后得到的整

数结果写在括号里，得
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2.2 离散型随机变量的分布

N = 200 x 0.61%-0・61
1!

= 66.3(66),

N = 200 x 0.612e-°61
2!

= 20.2(20),

N = 200 x O.613e~0-61
3!

= 4.0(4),

N = 200 x 0.614e-°61
4! = 0.6

这些结果与表 2.1中数据的相似性显而易见.

例2.12 据历史资料，某城市的一个交通要道每年发生交通事故的次数 X 服从参数为 2

的泊松分布.试估计下一年该交通路口至少发生 3 次交通事故的概率.

解 由题意，X P(2), 因此
/ 9 2?、

P(X》3)=1 — P(X 2)= 1 — (e~2 + e~2-+ e~2-J
=1 — 2 (1+ 2 +引= 1-5 x e-2

=1 — 0.676 7 = 0.323 3.

泊松分布的一个重要应用是可以近似计算 P 很小时二项分布的概率分布 下述

定理给出了当试验次数 n 趋于无穷时候，二项分布与泊松分布之间的关系. 为了强调此时 p

和 n有关系，将 p 记为 pn.

定理 2.2 泊松逼近定理

设一族随机变量 Xn ~ 8(明0九)，若当t2 —> 00 时，npn X > 0,贝U
\k

lim P(Xn = k) = —e~A, fc = 0,l,2,--- . (2.14)
moo 乃！ C)

证 由二项分布定义以及 九 T (X)叱 对给定的 k

p(xn = k)= ^p^i~Pnr-k
n(n — l)(n — fc 4- 1) / A \ / X\n~k

k! \nJ I n)

// A\ r/ X\~kn(n — l)(n - fc + 1)1
=豆(京［(京 族 J
F A

T-e—入

k! •

30, npn 5 时即可应用. 当然，可以在实际中灵活掌握. 例如，当在实际应用中，71
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第二章 随机变量及其分布

n 2 100 时，npn 10 情况下，仍有较高的精度.

与二项分布类似，负二项分布也可以由泊松分布来近似. 如果 lim r(l -0) = A, 其中
r—>(x)

A>0 为正常数，那么

p21 .
r

由负二项分布的分布律 (2.8) 式，我们有

Xk~r
(k — r)!

令 r oo, 以及 k-r= x 为固定数，得到

小 …j，…

即在负二项分布试验中，如果失败次数固定为 应 那么第 r次成功的概率在 r(l-p)x 小 时近

似为服从泊松分布的变量取I的概率.读者可以体会二项分布和负二项分布在用泊松分布近

似这一点上的联系.

例2.13 在从 33 个红色球号码中任选 6 个号码，如果全部与开奖号码吻合，则起码中了

二等奖. 假设某人连续购买 5 年彩票 (为方便起见不计算蓝色球是否中奖)，每次购买 10 注.

问他至少中 1次二等奖的概率有多大？

解 不计蓝色球是否中奖，容易算得购买 1 注该彩票中二等奖的概率为 p= 1/(33) 公
9.028 8 x 10-7. 为方便起见，一年按 52 周计算，一周开奖 3 次，每次 10 注，此人连续购买 5

年共 7 800 注，设其中中二等奖的次数为 X,则 X~B(7 800,p), 由定理2.2, 由于

入 =几0 = 7 800 x 9.028 8 x 10-7 = 0.007 042,

故至少中 1 次二等奖的概率为

P(X》1)=1 — P(X = 0)= 1 — (1 — p)7 80。七 i _ exp{-0.007 042}

=1 — 0.993 0 = 0.007.

即这是一个在严标准下的小概率事件. 口

例2.14 设 200 台同类型的设备工作时，是否出现故障相互独立，每台设备发生故障的概

率为 0.01. 在通常情况下，一台设备的故障可由一个人来处理.问至少需要配备多少工人才能
保证设备发生故障而得不到维修的概率小于 0.01?

解 以X 表示同时发生故障的设备台数，设要配备 N个工人.由题意，X 6(200,0.01),
且要求

P(X>N)< 0.01.
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2.3 连续型随机变量的分布

概率小于 0.01.

解

例2.15 假设一块放射性物质在单位时间内发射出的 Q粒子数 X 服从参数为 A 的泊
松分布.而每个发射出来的 a 粒子被记录下来的概率是0,就是说有 q = 1-p的概率被计

数器漏记. 如果各粒子是否被计数器记录是相互独立的，试求记录下来的 a 粒子数 K 的
分布.

n=0
oo

4
n=k

oo

4
n=k

Apkqn-k^_e-X
k / n\

由定理2.2, 记；\ =切= 200 x 0.01= 2,则

OO /

P(X>N) 仁 £ —e~2 < 0.01.
/c=N+l '

查本书后附表，得 N = 6,即至少需要配备 6 个工人才能保证设备发生故障而得不到维修的

以事件 {X = 7i},TZ = 0J, •… 为划分，则由全概率公式有

OO

P(Y =.=£p(y = -X =切P(X = 几)

=岑匕-吗 k = 0,l,・・・.安「(沙

2.3 连续型随机变量的分布

2.3.1 随机变量的分布函数

回想我们在定义随机变量时指出，随机变量 X 取值于任意 AcR 的概率是我们感兴趣

的.若X 是离散型随机变量，当已知其分布律时，则可以方便地通过 (2.4) 式计算 P(X 6 A).
对于非离散型随机变量 X,由于其取值不能一一枚举，问题就变得困难.而且非离散型随机变

量取某指定值的概率常可以为 0,所以研究 X 取值在某个区间 A 内的概率 P(X 6 4)更自

然常见.当 4 =(d可 时，由事件运算及概率性质有

P(a <X b) = P(X b) - P(X a),

其中 a V b 为任意实数.此时，若知道随机变量 X 值落在所有形如(-8,可 这种区间中的概

率，则可以方便地计算 P(a < X 这种区间表示里只有一个变量 g 而表达一个区间要

两个变量.利用概率的性质，对可列个形如 4= (a州 的区间通过交并运算得到的区间，随机
变量 X 值落在该区间的概率仍然由形如 P(X e (-8,创) 的式子确定. 进而对 股 上的任意

(可测)区间4 概率 p(x e A) 都可以由一些形如 p(x e (―oo,剑)的式子确定. 因此对随

机变量 X,其概率性质可以通过 P(X e (-8,封)来刻画.我们有如下的定义：
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定义 2.8 分布函数

设 X 为随机变量，e 为任一实数，称

乃 (2.15)

段 为随机变量 X 的 (累积)分布函数.
*

FQ)的值等于随机变量不超过 c 所取值的概率之和，故又称为累积分布函数 (cumula-
视频6 随机变量的 …一，
分布函数 tive distribution function,间称 cdf).

视频 扫描视频 6 的二维码观看关于随机变量的分布函数的讲解.

e 注 根据分布函数的定义，可以看出 尸(2) 为一元实函数，其定义域为 R,而值域为 [0,1].

X 值落在区间 (0,可 内的概率为

P(a<X“) = F(b)-F(a). (2.16)

显然，分布函数的定义适用于一切类型的随机变量，当然包括离散型随机变量.

定理 2.3
设离散型随机变量 x 的可能值为 孙如••�,与,•��, 则其分布律｛然｝和分布函数

FQ)互相确定，即它们等价地描述了 X 的概率分布情况.

证 为说明问题起见，设 X 的取值可以从小到大排列，则由

P（X =以）= P（3一1<X %）=p国）- F（◎c—1）
以及

f（n）= p（x n）= £ p（x = 绘）,
Xk^X

立知它们互相确定.

例2.16 设离散型随机变量 X 的分布律如下:

X 0 1 2

V 1 1 1
3 6 2

求 X 的分布函数.

解 由分布函数的定义，我们有

0, < 0,

/ 、 z 、 1/3, 0 力< 1,
F（c）= P（X 劣）=〈

1/2, 1"2,

1, n》2.
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2.3 连续型随机变量的分布

此分布函数 F⑶ 在 0,1,2 上有跳跃，跳跃的高度为随机变量取该点值的概率.图 2.5 展示了
FQ) 的图形，由此可以得出离散型随机变量的分布函数为阶梯函数，其不连续点为所有取值
点，每个跳跃的高度即为取该点值的概率. 口

性质 由分布函数 FQ) 定义，可以验证其有如下性质：

(1)尸 为非减函数.因为当 /2 时，

F—2) - 1)=—31<X 雹) 0.

FQ) 只存在第一类间断点，如图 2.6 所示.

网明

图 2.5 离散型随机变量 X 的分布函数图形 图 2.6 一般 FQ) 的图示

(2)对任意 / 胆 0 FQ) 1. 而且

F(oo) = lim F(①) = 1, F(—oo)= lim F(/) = 0.
x—^oo 力一>—oo

事实上，记 A(x) = {—oo <X n},由于对任意 为1 12,有 -A(^i) U 4/2),

因此由概率的连续性知

lim F(6) = P( lim 4(力))= F(—oo < X < oo) = = 1.
c—>oo moo

类似可证

F(-oo)= lim FQ) = 0.
NT—OO

(3) F(n) 为右连续函数，F-+ 0) =4

事实上，对任意 n WR 在其右边取一列下降到 x 的序列 {①九},即 为n Jg 当九 too 时.
OO

从而 4(%)为下降事件列且 n 4(环)= 4(7)，因此根据概率的连续性有
n=l

F(x+0)= lim F(xn) = P( lim A(①口))= = F(①)•
n—>oo n—>oo

注 如果 F(n) 定义为 f(n) = P(X<n), 那么如此定义的分布函数是左连续的. 现在国
际上习惯使用右连续的分布函数定义.

例2.17 设随机变量 X 的分布函数(见图 2.7) 为
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第二章 随机变量及其分布

0, N <0,

n/2, 0 rc <1,

FQ) = 2/3, 1 n < 2,

11/12, 2 j: < 3,

1, 3

求 P(X < 3); 尸(X = 1);(3)P(X〉；)； 尸(2 < X W 4).

解 P(X<3)= lim P

P(X = 1) = P(X 1) -P(X < 1)

= F(l) — lim F
n—>oo

_ 2 1 _ 1
= 3 — 5 = d；

li
12

P (X > J =1 — P(X^
(4) P(2<X≤4) = F⑷ — F⑵ = ±•

2.3.2 概率密度函数

由随机变量值落在区间(0沟 内的概率等于 F(b) - F(a), 很容易联想到原函数和被积函
数关系的微积分基本定理，所以分布函数有可能为另一个函数的积分. 此外，我们先看下述

例子.

例 2.18 假定步枪射手瞄准靶子，在固定的位置进行一系列的射击.令 X 是命中点与过

靶心垂线的水平偏离值 (单位：cm), 设 X 取值［-5,5］. 为了计算 X 值落在某区间的概率,
将［-5,5］等分为长为 1 cm 的小区间. 对于每个小区间，以落在这个小区间的弹孔数除以弹
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2.3 连续型随机变量的分布

孔总数得到落在这个区间的弹孔位点相对频数. 设弹孔总数为 100. 我们得到表 22 将其用
直方图表示得到图 2.8 . 注意，在图 2.8中每个矩形的底等于 1,矩形的高为该区间所对应的

相对频数，所以面积为相对频数.全部矩形的面积是 1. 也就是说我们得到了一个经验分布函

数.对于［-5,5］的任一子区间，我们可以根据图 2.8 估计弹孔落在该子区间的概率.例如，要
估计 0<X 2 的概率，只要把区间中对应的两个矩形面积加起来，结果得到 0.43. 再譬如,
要估计 -0.25 V X 1.5的概率，我们应当计算该区间上的面积，结果得到

P(-0.25<X 1.5) 仁 0.06+ 0.27+ 0.08= 0.41.

表 2.2 弹孔位点相对频数

区间 弹孔数 相对频数

[-5,-4) 1 0.01

[-4,-3) 1 0.01

[-3,-2) 6 0.06

[-2,-1) 13 0.13

[-1,0) 24 0.24

【0，1) 27 0.27

12) 16 0.16

区3) 7 0.07

[3,4) 3 0.03

性,5] 2 0.02

图 2.8 弹孔位点分布图
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第二章 随机变量及其分布

如果第二批的 100 颗子弹射在靶子上，我们就将获得另一个经验分布.尽管它们的外表

可能相似，但第二个与第一个经验分布多半是不同的.如果把观察到的相对频数看作为某一

“真”概率的估计,那么我们假定有一个函数,它将给出任何区间中的精确概率.这些概率由曲

线下的面积给出.

地实验 扫描实验 5的二维码进行连续型随机变量概率密度函数演示模拟实验，观察不同样本量

（弹孔总数）下直方图与拟合密度曲线的关系.

实验5 连续型随机
变量概率密度函数
演示

由此，取值为连续区间的随机变量，可以通过这个概率曲线来确定其取值的概率.我们引

出如下定义：

定义 2.9 连续型随机变量和概率密度函数

设随机变量 X 的分布函数为 F（n）,若存在非 负函数 /Q） 0,使得 V2 c 联

b⑺ = L /⑴此 （2.17）
J— OO

则称 X 为连续型随机变量，/（2）称为分布函数的概率密度函数（pdf）, 简称密度函数,

记为 f（x）.

根据上述定义可知，对连续型随机变量，其分布函数 FQ）一定是一个绝对连续函数（因

而也是连续函数）. 因此，连续型随机变量 X 也常称为是绝对连续随机变量.但是连续的分布

函数未必是绝对连续的，从而未必存在密度函数.也就是说，分布函数连续的随机变量未必是

连续型随机变量.数学上，可以找到一类连续的分布函数（称为奇异连续分布），其对应的随机

变量既不是离散型也不是连续型. 详细讨论见（苏淳 等,2020）或者（张题，2018）. 对于连续

型随机变量，概率密度函数 /（乃 与其分布函数 FQ）都可以用来描述其取值规律，在连续型

随机变量场合下，概率密度函数用得更多.由定义可知，概率密度函数有如下性质：

性质 设随机变量 X 的概率密度函数为 /（/）,分布函数为 尸（2），则有

6

若 /同在g 点连续，则 户（g）= /（研）.

证 由导数定义知，Vg>0 有

P(X")= / /⑺切
JA

@2

特别地，对任意（可

(1) /(c) 0,V e R；

/ /(z)di = 1;
J — OO

Vzi < 2,有 PQ1<X 丁2)= F(l2)—尸(冗1)=

测)集合 4 W 及 有

小）心
小。+-/（一）
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2.3 连续型随机变量的分布

=
e― 2e

产o+e
/(N)dc・

因为 /在 10 处连续，所以对 8> 0,当 2 时//(r)— /(60)|<尾.代入到上式

即有
1 产o+£

fM - — / /3)dc 〃力0)+
/5 J Xq—8

注意 limbf = 0, 利用夹逼定理即证;
£—̂ 0

(5)Vn e R, P(X = = o.

连续型随机变量的分布函数是连续函数,但是其概率密度函数未必都是连续函数,我们有

如下例子：

例 2.19 设随机变量 X 的概率密度函数为

「 2； 丁， 0 <1,

a力)=< 2(1 — 2尸， 1≤x≤2,

、 0, 其他.

求其分布函数 a(6).
解 根据定义，当 c<0 时,

f(u)Au = 0.

当 0≤N<1 时,

Zx,0 px
以u)du = / f(u)du+ / f(u)du

-oo J —oo J 0
fx 2 72

=0+ / ~udu=
Jo J J

当 1 I 2 时得
px /0 pl rx

F = / f(u)du = / f(u)du+ / f(u)du+ / f(u)du
</—8 J—OO J。Jl

,1 q pX 2
=0 + / -—du + / 2(〃— 2产(1〃= 1+ — (a; — 2产Jo 3 Ji 3

当1> 2 时，r(n)= 1. 从而

0, n 0,

川

V， o<a;≤l,
t =〈 2

i+ — 2)， i <1 2,
s J

1, / > 2.
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第二章 随机变量及其分布

因此，连续型随机变量的密度函数未必都是连续的. 图2.9 展示了密度函数 /(r)和分布函数

FQ)的图形.

图 2.9 密度函数 /(0 和分布函数 F(x)的图形

年 注 概率密度函数的解释：

(1)物理解释：设一直线的质量为一个单位. 我们可以把概率密度函数 /(r)理解为直线

的线密度，/(z)在 (①1,g］上的积分就是线段 (21,窃］的质量.

(2)几何解释：/3)在 (/1《2］上的积分就是曲线;(X)与 6 轴在区间 (61/2］之间的面

积 (图 2.10) .

图 2.10 概率密度函数的几何解释

(3)由函数增量与微分的关系， + — F(n)= +o(Ar),即 /(c)dc 近似等

于随机变量 X 落在区间 (力e+ 上的概率，这就是 /Q)d7的概率意义，由此也知道直方

图可以用来近似密度函数.

(4)设 4 4限 则

P(X e A)= / (2.18)

这点从物理解释看就是区域 A 的质量，从几何解释看就是曲线 /(c)与 e轴上 A 上方之间的

面积.

(5)由性质 (4),对任意 /1 V 02 有

<X 22)= PQl X V 22)= P(N1 <X< 42)= PQl X N2).
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2.3 连续型随机变量的分布

2.3.3 几种重要的连续型分布

L 均匀分布

(2.19)

bill 实验 扫描实验 6的二维码进行均匀分布模拟实验，观察不同参数下分布的形状.

实验6 均匀分布

均匀分布的密度函数图形如图 2.11(a)所示.

定义 2.10 均匀分布

随机变量 X 在有限区间 (a,b)内取值 (—00 <a<6<oo),且概率密度函数为

/3=占
则称 X 服从区间 06)上的均匀分布 (uniform distribution),记为 X~ U(a,b).

性质 均匀分布随机变量 X 落在 (a,6)中任一子区间中的概率仅与区间长度成正比，与

起点无关.

区间 (a,b)上的均匀分布随机变量的分布函数为(图 2.11(b))

0, N Q,

厂/ 、 力 0
7F(n)=〈 , a<x <b,

b — a

1, x b.

注 对连续型随机变量 X 而言，因为 P(X = c)= 0,所以均匀分布中的区间可以是开区

间，也可以是闭区间，或半开半闭区间，这对分布没有影响.
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第二章 随机变量及其分布

2.指数分布

定义 2.11 指数分布

若随机变量 X 的密度函数为

/q)=加一*/(0,8w), (2.20)

其中)〉0 为参数，则称 X 服从参数为 A 的指数分布 (exponential distribution), 记
为 X Exp(X).

Mil 实验 扫描实验 7的二维码进行均匀分布模拟实验，观察不同参数下分布的形状.

容易得出指数分布的分布函数为

尸⑺ =

实验7 指数分布

性质 设X
~

E即(x)，则对任意 S, 力> 0 有

P(X > s+"X〉力) = P(X > s). ，(2.22)

这一性质称为无记忆性.

证 注意到｛X〉s+ 力｝U｛X〉方｝, 故

P(X〉s+”〉.=
P(X

_ P(X > S+ 土) _ e-Ms+t)

P｛X >t) e-入力

=e-— = p(X>s).

不仅如此，可以证明一个非负连续型随机变量，如果具有上述性质，那么其分布必为指数

分布. »
若把 X 视为一件仪器的寿命，则上式就是说在仪器正常使用 t小时后，仪器能继续再

正常使用 6 小时的概率等于仪器正常使用超过 S 小时的概率，即寿命具有指数分布特性

的仪器与之前已经用了多少小时无关.这种对已使用寿命的无记忆性是指数分布所特有的

性质.

例 2.20 设 X 表示某种电子元件的寿命，FQ) 为其分布函数. 若假设元件无老化，即元
件在时刻 正常工作的条件下，其失效率保持为某个常数 人与1 无关. 试证明 X 服从指

数分布.

证 失效率即单位时间内失效的概率，因此由题设知

P(x X 力+ h\X > n)— ： ! = A, 九 T 0.

21)
0,

, 〉0,

re 0.
1- e—入加
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2.3 连续型随机变量的分布

因为

PQ X 1+加X〉切 =
P 驾｛X〉P(X > X)

—
FQ+切 — F(x)

• 二 ~

1- F(x) ，

所以有

「 P(N≤X≤1+川X>I) F^x) 、lim = —；—r = A,
h^o h 1 — 尸(c)

即得到微分方程 才华r = 入 解此方程得到1 — F｛x)
F = 1 — ef/Q> 0).

例2.21 在上例中，如果失效率为时间 t 的函数 人⑴，求 X 的分布函数.

解 由

两边积分得到

3」下

即

注意到 力 =0 时，应有 k

= 1 — exp

相应的概率密度函数为

t
当 A(t) = 不

k-l

, > 0 为参数，则分布函数为

（入⑴d力+瓦o

入⑶一
尸-

入⑴ - 1 — _（%）•

此分布称为参数是 8次 的韦布尔（Weibull）分布.

令 注 因为人的剩余寿命与人的年龄有关，所以指数分布不适用于人的寿命刻画.
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3. 正态分布

定义 2.12 正态分布

随机变量 X 的密度函数为

心)=焉改｛
—
"
严］ (2.23)

其中 从 G R, a> 0 为参数，则称X服从参数为 例02的正态分布 (normal distribution),
记为 X N(岗q2).

血实验 扫描实验 8的二维码进行正态分布模拟实验，观察不同参数下分布的形状.

正态分布的密度函数 /(c) 的图形如图 2.12 所示.

实验8 正态分布

性质 从正态分布的密度函数 (2.23) 和图 2.12 可以看出，正态分布的密度函数图形有以

下性质：

(1)“钟形”曲线，两头小，中间大，关于z =从 对称；

(2)最大值在对称轴1= 4 处取得，/(4)= ;

(3)1= 从± (T 为拐点，图形以 z 轴为渐近线；

(4)固定2川 变化时，图形左、右平移，但是不改变形状.固定出。越大，图形越平缓，峰
值越低；o 越小，图形越陡峭，峰值越高.故对相同的常数 d, X 落在 (4―d,4 + d) 中的概率
随 (7 减小而增加.

这里 从 称为位置参数 (location parameter), 它表示图形的对称位置. o 称为尺度参

数 (scale parameter), 它表示图形高低的改变. 当 从 = 0,cr = 1 时，/(2) 称为标准正态分

布密度函数，由于它的重要性，特别记为 夕(0，它对应的分布函数称为标准正态分布函数，记

为 文出)；

(5)由图形对称性，易见 孰一N)= 1 — 03)

书后附表有标准正态 乳化) 分布函数值的表，表中没有 c < 0 的 乳为 的值，不过可以由对称

性从上式得到.

设 X
~

N(0,1),查标准正态分布表，我们可以得到：
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2.3 连续型随机变量的分布

P(|X| 1)= 0.682 6,

P(|X| 2)= 0.954 5,

P(|X| 3)= 0.997 3.

由上可知,一个标准正态随机变量绝对值超过 2的概率小于 0.05,在宽标准下是个小概率

事件，而它的绝对值超过 3的概率小于 0.01,是严标准下的小概率事件.所以我们在实际处理

数据中，可以把一个取值在整条直线上服从标准正态分布的随机变量近似视为取值在 [-3,3]

中的随机变量.

对于一般的正态分布函数的值，可以通过标准正态分布函数表达. 设 X z(ne2),则

其分布函数 FQ)为

即

L/ 、 1 (*丝)2 1F = / — e 2b2 血
J—oo

歹(c)= @

也就是说,此时有七2 N(0,l).变换 上3也称为标准化变换.a a

(2.24)

正态分布的概念是 1733 年由棣莫弗引入的，1809 年高斯 (Carl Friedrich Gauss,1777—

1855)以正态分布作为主要工具预测天文学中星体的位置，此时称为高斯分布. 19 世纪后半

叶，由英国统计学家皮尔逊开始将高斯曲线称为正态曲线，因为当时大部分统计学家认为数据

集合的直方图应该是这种形状.我们在 2.5 节中将进行更详细的介绍.

正态分布是最常用的一种数据模型，确实在很多场合下，许多数据可以认为近似服从正态分

布.例如一个人的智商、身高、体重,加工零件的尺寸等.如果要更准确地分析数据集的变化规

律，那么许多数据集不能粗糙地认定是正态分布了.具体问题具体分析.

例 2.22 设某地区中年男子体重 X N(70,14.44)(单位：kg),求该地区某男子体重超

过 72.5 kg的概率.

解 由 (2.24) 式，计算得

P(X > 72.5) = 1- P(X 72.5)

= 1 — @(72；JO)= i —穴0£57 9)

= 1 - 0.744 7 = 0.255 3.
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第二章 随机变量及其分布

例2.23 公共汽车车门的高度是按男子与车门碰头的概率小于 0.01来设计的.设男子身

高 X N(172,36) (单位：cm), 问应该如何选择车门高度？

解 设车门高度为 Hem, 则由题意

查附表可知

— 172
P(X > H) = 1- P(X H) = 1-外— —

1
/H-172

6 一 < 0.01.

H — 172
"""

6
》2.33

8》172+ 6 x 2.33= 185.98*186 cm.

故车门高度可以选为 186 cm. 口

注 (1)除了离散型随机变量和连续型随机变量外，还有其他类型的随机变量，如在有限

个点上有跳跃，其余地方有密度函数的随机变量 (例2.17). 我们不在这里讨论了.

(2) 随机变量的分布是一个大概念，当 X 为离散型随机变量时，我们一般用分布律来研

究；当 X 为连续型随机变量时，我们一般用密度函数来研究. 当 X 为一般随机变量时，我们

可以用分布函数来研究.由此也可以看出，随机变量的分布函数在任何场合都可以用，有时候

求密度函数时，可以先考虑求出它的分布函数，然后求导得到密度函数.

2.4 随机变量函数的分布

设随机变量 Y 是随机变量 X 的函数，例如物体运动的速度为随机变量 V,该物体的动

能为 E = 它还是随机变量.现在的问题是，若 X F, 能否得到 y 的分布？下面分离

散型随机变量和连续型随机变量来讨论.

视频 扫描视频 7的二维码观看关于随机变量函数的分布讲解.

视频7 随机变量函
数的分布

2.4.1 离散型随机变量函数的分布

设随机变量 y = g(X), 其中 X 的分布律为

X N1 12 • • • 力九

P P1 02 •… Pn

其中 e队 = L 则随机变量 y 的分布为

Y
P

g(6) g(g) … g(xn)

PnPi P2
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2.4 随机变量函数的分布

其中 g(Q) 相同时把对应的 p. 相加，即

p(y = 0由))= E 3.
i：g(xi)=g{xk)

特别地，如果 g 恒为常数，那么 Y 取该常数的概率为 I,此时称 Y 的分布退化.

例2.24 设随机变量 X 的分布律为

X -1 0 1 3 4

0.1 0.2 0.2 0.4 0.1

求 y = x2 的分布律.

解 容易得到

9 16

0.2 0.3 0.4 0.1

2.4.2 连续型随机变量函数的分布

对变换 y = g(X), 显然 y 的分布特点由 X 的分布和变换 g 的性质决定. 当 Y 仍为随

机变量时，其分布函数与 X 的密度函数之间有如下关系：

命题 2.1 随机变量函数的分布函数

设X
~ /3),y = g(X), 则随机变量 Y 的分布函数 h®)为

Fl(y^P(Y^y)= P^X)^y)= (2.25)

证 由公式 (2.18) 即得，因为此时 4 ={/ :gQ) y}.

显然，连续型随机变量的函数未必是连续型随机变量.当变换 g 满足以下条件时,V 仍为

连续型随机变量，且其密度函数与 X 的密度函数之间有着特殊的关系：

推论 2.1 密度函数变换公式

若 gQ) 是严格单调的且反函数可导时，则随机变量 Y 仍为连续型随机变量，且有概率
密度函数 五日)

a < g v仇
0, 其他，

(2.26)

其中 h(y) 为 gQ) 的反函数,a = min{g(—oo),g(oo)},0 = max{g(-oo),g(oo)}.

证 当 gQ) 严格单调增加时，其反函数存在，记为 加力 且 h(y)也是增函数，所以导函数

存在,记为 h^y).此时 h(y)的定义域就是 gQ) 的值域 (a在),由于{g(x)^y}={x 九(g)},
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第二章 随机变量及其分布

由命题 2.1

m®)=

行⑼ = 于63)K

外⑼ =

两边求导得

人(g)= 一/(a(妨)/(g)= /仇(力)际®)卜

Q a

a

当 gQ) 严格单调减少时,w)也是减函数,所以导函数存在,记为 加(g),注意到 /(g) < 0,

而 {gQ) g}={/》九®)},此时

例2.25 设随机变量 X /3),求 y = aX+ b的分布，其中 a # 0.

解 由于 g(c) = qn+ b 为单调函数，反函数为 九(g) = -~ 故由推论

无(u)

「8
/ /⑺切
比3)

J — OO

故若 /(乃 在I连续，则变上限积分可导，在上式两边求导得

1

a

在上例中，取X N(出产)，此时

"”)=高exp{ 一3旦},
则 y = ax + b的密度函数为

力⑼ =W^xp{ (g — (q〃+ 6))2] 1

2672a2 j .
同

1—/— , • , expV^W|a|cr 7黑瞥}”w+S,

取 a = L b = — — , 则 Y = ——— ~ 7V(0, 1), 由此知，任一正态随机变量都可以由标准
a a a

正态随机变量线性表达.

注 当 g 不是在全区间上单调而是逐段单调时，密度变换公式为下面的形式：设随机
变量 X 的密度函数为 a幻，a <x <b.如果可以把 (a,b)分割为一些 (有限个或可列个)

互不重叠的子区间的和 (q,b) = U6 使得函数 y = g(n), ie (a, 6) 在每个子区间上有唯
3

一的反函数与•(2/), 并且导函数从®)存在连续，那么 Y =g(X)是连续型随机变量，其密度

函数为

九(m =e/(%(切)1%3)由 •
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2.4 随机变量函数的分布

例 2.26 设随机变量 X
~ /3)e W见求y = X2 的密度函数.

解 利用分布函数：因为 gQ)=/ 不是I的严格单调函数，所以先求y的分布函数，再

求导就得到它的密度函数 五g).由命题 2.1,当 g〉0 时，Y 的分布函数为

P(Y g)=P(X2^y)= P(—旧

= F(e- F(-四
rVy

= / /Q)d匕

故

1 1 1/1®) — /(行)^ + /(-柿)7~万 = +/(-4))•

当 g 0 时，P(y g)= 0,所以

人⑼ =人(/(柿)+ /(—g))，o,8(g)，

利用密度变换公式：因为 g(N)= / 分别在 (—8,0)和［0,oo)上严格单调，所以根据上述注

可知 Y的密度函数为

人⑼ = /(四) +/(-4) (/(g)+ /(-\/^))/(0,8)仅).
I zv I zvy I zv y

例2.27 设随机变量 X 的密度函数为

求y=sinX 的密度函数.

/⑺ =滔/(0e⑺)

解 记 V 的分布函数和密度函数分别为 Fi®),/i(g),由命题 2.1, 当 0≤g≤1时,

/⑺di=Fi®) =

o

最后一式可由图 2.13 看出. 求导得

— (Ti — arcsing)

时，f®)= p(y m = 1.所以当 g < 0 或

sin x《y
/»arcsin y

显然当 g < 0 时，F(g)= P(Y < g)= 0; g > 1

g〉l 时,/i(g)= 0,最后我们得

1

— J：

2c .
f(1n+

九 =: /o,i)(力

九仅)= WTlz
—
2
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「 22
0<®<n 71’
sin x&y

/ /( d/ =J 0<X<Tl
sin ®

ti—arcsmg 八

• 1
arcsm y ——=

1

,1 —/•
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第二章 随机变量及其分布

2.5 扩展阅读：正态分布的由来

在所有的概率分布之中，最重要、最常用的无疑要属正态分布,在各个科学领域都能找到

它的身影，特别在统计学中具有无与伦比的影响力.

我们已经知道，一个随机变量 x 服从正态分布 N3曾2),若其概率密度函数为

" \ 1 f 3— 4)2 ]
/3=声exp.-^^卜 —。0…8・

此外，标准化后的随机变量 工二出 服从标准正态分布 N(0,l), 即其概率密度函数为

/ 、 1 上
9 = ^_e 2 , —oo< x < oo.

正态分布的概率密度函数乍一看也许算不上非常简单,却极具数学美感，因为两个最常见的无

理数 n和 e 都出现在公式之中.

正态分布的概率密度函数曲线呈钟形，因此人们又经常称之为钟形曲线.不像二项分布,

正态分布并没有实际意义下的具体背景，而是纯粹从理论推导中得出的一种理想化的分布.

在概率论与数理统计的课本上，一般都是先介绍正态分布就给出概率密度函数，却不说明这

个函数是怎么推导出来的.实际上，正态分布从被发现到被人们重视进而广泛应用也经历了

几百年.下面就来介绍一下正态分布的这段历史.

概率论的出现离不开赌博，正态分布也不例外. 这要归功于法国数学家棣莫弗�偶然的一

天，一赌徒向棣莫弗提出了一个与赌博有关的问题：

甲、乙二人在赌场里赌博，他们获胜的概率分别是 p 和 q = 1-p, 赌 几局，如果甲赢的

局数 X > np, 那么甲就得付给赌场 X — zip 元，否则就是乙付给赌场g一 X 元.问赌场挣

钱的数学期望是多少？

从今天看来,这个问题并不复杂.显然这里的随机变量X 服从二项分布 B(小p),从而所
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2.5 扩展阅读：正态分布的由来

求答案即为川X-7i0|.但这只是理论结果，对于具体的 n, 尤其是当 n 比较大时，计算实际

的数学期望值并不是一件容易的事（数学期望概念详见第四章）. 于是，棣莫弗决定找到一个

更方便计算的近似公式.此时，这个问题可以看作求分布函数

= P{\X - np\

的近似表达式.棣莫弗先从简单的情形 p= 1/2 入手，最初几年进展不大. 1733 年，他利用斯

特林公式（Stirling为 formula）终于取得了突破，大致思路如下：

在 n 为偶数且 p= 1/2 时，对绝对值不太大的整数 i（具体地,i= o（九）），我们有

由斯特林公式

即可得到近似表达式

再在二项分布的概率累加的过程中使用定积分代替求和，则对任意给定的常数 c> 0,我们有

E 吵= 5+2
L 2 f 2i2)

2 厂
石E-马—/ dx.J—2c

正态分布的概率密度函数就这样在上面的积分公式中首先出现了.

虽然棣莫弗首先瞥见了正态曲线的雏形，但最后发现正态分布的主要功劳却给了被誉为

“数学王子”的高斯，因此正态分布又称高斯分布（Gaussian distribution）. 既然正态分布首先

是由棣莫弗发现的，为什么不以他的名字命名呢？原因在于棣莫弗只是发现了它的近似形式,

尽管他之后也对一些 p # 1/2 的情形进行了计算，却没有更深一步的工作. 后来法国数学家

拉普拉斯对 p# 1/2 的情况做了更多的讨论，并把它推广到 0 V p V 1 的一般情形.在此基础

上，拉普拉斯还进一步得到了二项分布收敛于正态分布的结论，被称为棣莫弗-拉普拉斯中心

极限定理，即
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第二章 随机变量及其分布

设随机变量 X九 服从参数为 k 和 p 的二项分布，其中 0 < 0 < 1 为一给定的常数. 那

么，对任意的实数 N,有

九T8 1，则1一0) )

可以说，正态分布的概率密度函数是在上述定理中正式出现的.然而，他们的工作还不足

以奠定正态分布后来极其重要的地位.真正让正态分布走入大家视野的过程是跟当时科学界

对随机误差分布的探索联系在一起的.

这个故事可以从高斯介入天文学界的一个事件说起. 1801 年 1 月，天文学家皮亚齐

(Giuseppe Piazzi, 1746—1826) 发现了一颗从未见过的光度 8 等的星在移动，这颗现在被

称作“谷神星”的小行星在夜空中出现 6 个星期，扫过八度角后就在太阳的光芒下没了踪影,

无法观测.而留下的观测数据有限，难以计算出它的轨道，当时的天文学家也因此无法确定这

颗新星是彗星还是行星,这个问题很快成了学术界关注的焦点.高斯当时已经是很有名望的年

轻数学家了，这个问题引起了他的兴趣.高斯以其卓越的数学才能创立了一种崭新的行星轨道

的计算方法,一个小时之内就计算出了这颗新星的轨道,并预言了他在夜空中出现的时间和位

fi. 1801 年 12月 31 日夜，德国天文爱好者奥伯斯 (Heinrich Olbers, 1758-1840) 在高斯预
言的时间里，用望远镜对准了这片天空.果然不出所料，这颗新星出现了！

高斯为此名声大振，但是高斯当时拒绝透露计算轨道的方法，原因可能是高斯认为自己

方法的理论基础还不够成熟，而高斯一向治学严谨、精益求精，不轻易发表没有思考成熟的理

论.直到 1809 年，高斯系统地完善了相关的数学理论后，才将他的方法公布于众,而其中使用

的数据分析方法,就是以误差的正态分布为基础的最小二乘法.那高斯是如何推导出误差分布

为正态分布的？

在当时的天文学和测地学的研究中，总是会涉及数据的多次测量、分析与计算.很多年以

前，学者们就已经经验性地认为，对于有误差的测量数据，多次测量取算术平均是比较好的处

理方法.虽然缺乏理论上的论证，也不断地受到一些人的质疑，取算术平均作为一种非常直观

的方式，已经被使用了几百年，在多年积累的数据的处理经验中也得到相当程度的验证，被认

为是一种良好的数据处理方法.高斯就是从猜测误差分布导出的最大似然估计恰好是算术平

均值(即样本均值)出发，从而逆推得出正态分布的.

设真值为 仇 对其 几 次独立测量值记为的,政,…，外，从而第 5(1 £ 切 次测量的误

差为 色 =g - 义 假设随机误差的概率密度函数为 /e)，则似然函数为误差的联合概率密度
函数，即

n n
E = 3,a2,…也九)= -6).

2=1 i=l

为求最大似然估计，令

d[lnw]
—^ = 0.
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整理后，可得

和")=0

令 =粤,故可简记为
n

£g(g - 0)= 0.
2=1

由于高斯假设最大似然估计的解就是样本均值 数 将之代入上式，则得
n

£g(g —初 =0. (2.27)
2=1

在 (2.27) 式中取 h=2,则

。(叫 一引+ g(力2 一豆)= 0.

又因此时5 —了= —3-初并且 和 重2 是任意的，故 g(6)应为奇函数，即

g(-/) = -g(/)・ (2.28)

再在 (2.27) 式中取 n = m + 1,并要求 /i =数 = •••= = 一% 及 4n+i =加6，注意此时

了= 0,再由 (2.28)式我们有

agQ) = g(w),

对任意正整数 m 成立.而满足此式的唯一的连续函数就是 g(c) =以，从而进一步可求解出

/3)= Mecx\

这里的 C 和 M 均为常数，但由于〃切 为一个概率密度函数，把它正则化一下即得到均值为

0的正态密度函数.

进一步，高斯还基于均值为 0 的正态分布对最小二乘法给出了一个很漂亮的解释，这也

使得最小二乘法成为 19 世纪统计学最重要的成就.高斯既提出了最大似然估计的思想，又解

决了误差的概率密度函数的问题，由此我们可以对误差大小的影响进行统计度量了. 高斯的

这项工作对后世的影响极大，而正态分布也因此被冠名高斯分布.估计高斯本人当时是完全

没有意识到他的这个工作给现代数理统计学带来的深刻影响.高斯在数学上的贡献很多，去

世前，他要求给自己的墓碑上雕刻上正十七边形，以说明他在正十七边形尺规作图上的杰出工

作. 而德国在 1991 年至 2001 年间发行的一款 10 马克的纸币上印着高斯的头像和正态密度

函数曲线，以及德意志民主共和国在 1977 年发行的 20 马克的可流通纪念硬币上，也印着正

态分布曲线和高斯的名字，这足以说明高斯的这项工作在当代科学发展中的分量.

高斯的文章发表之后，拉普拉斯很快得知了高斯的工作.拉普拉斯看到，正态分布既可以

从抛硬币产生的序列和中生成出来，又可以被作为随机误差分布，这难道是偶然现象？拉普拉

斯不愧为概率论的大家，他马上将误差的正态分布理论和中心极限定理联系起来,提出了误差
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解释.他指出，如果误差可以看成许多微小量的叠加，那么根据他的中心极限定理，随机误差

理所应当是高斯分布. 20 世纪中心极限定理的进一步发展，也给这个解释提供了更多的理论

支持.

至此，误差分布曲线的寻找尘埃落定，正态分布在误差分析中确立了自己的地位，并在整

个 19 世纪不断开疆扩土，直至在统计学中鹤立鸡群，傲世其他一切概率分布；而高斯和拉普

拉斯的工作，为现代统计学的发展开启了一扇大门.

在整个正态分布被发现与应用的历史中，棣莫弗、拉普拉斯、高斯各有贡献，拉普拉斯从

中心极限定理的角度解释它，高斯把它应用在误差分析中，殊途同归.正态分布被人们发现有

这么好的性质，各国都争抢它的冠名权. 因为拉普拉斯是法国人，所以当时在法国，正态分布

被称为拉普拉斯分布；而高斯是德国人，所以正态分布在德国叫做高斯分布；有些则称其为拉

普拉斯-高斯分布.后来法国的大数学家庞加莱建议改用正态分布这一中立名称，而随后被誉

为统计学之父的皮尔逊使得这个名称被广泛接受：

Many years ago I called the Laplace-Gaussian curve the normal curve, which

name, while it avoids an international question of priority, has the disadvantage

of leading people to believe that all other distributions of frequency are in one
sense or another “abnormal". —Karl Pearson (1920)

不过因为高斯在数学家中的名气实在是太大，目前很多领域都是正态分布和高斯分布两

个名称并用，而在物理领域则更多地使用高斯分布.

本章总结
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习题

重点概念总结

分布是用来刻画随机变量概率性质

的，其中分布律一般用来刻画离散型

随机变量，密度函数一般用来刻画连

续型随机变量.

二项分布是随机变量取有限个值的

代表，泊松分布是随机变量取可数个

值的代表.

正态分布是最重要的连续型分布，在

今后的概率和统计中都会出现正态

分布，所以要较好地掌握正态分布有

关的性质.

掌握求随机变量函数分布的方法.

习 题

1. 双色球是目前彩票中最受欢迎的玩法之一. 投注区分为红色球号码区和蓝色球号码区,
红色球号码区由1到 33 共 33 个号码组成，蓝色球号码区由 1 到 16 共 16 个号码组成.

投注时，选择 6 个不同的红色球号码和 1 个蓝色球号码组成一注进行单式投注，每注金

额人民币 2 元. 设开奖时，由系统随机指定 6 个不同的红色球号码和 1 个蓝色球号码.

若某单式投注中分别有 0 (0 分 6)个红色球号码和 j(j = 0,1)个蓝色球号码与指定

号码相同，则称该投注的形式为々+严.最后所有奖项规则如下：

(1)试引入一个随机变量X来描述随机购买的一注单式投注的各种中奖等级情况,并求

它的分布律；

(2)试用 X 取值的方式来表示某人花 2 元买一注后的下述事件：

等级 一等奖 二等奖 三等奖 四等奖 五等奖 六等奖

形式 6+1 6+0 5+1 5+0,4+1 4+0,3+1 2+1,1+1,0+1

A =｛中奖｝, B =｛中一等奖或二等奖｝,

并求出它们发生的概率.

2. 一位篮球运动员练习投篮 100 次，且己知他前两次只投进了一次. 从第 3 球开始，假设

他每次投篮的命中率为其前面所投进球的比率(比如他前 5 次投进了 4 个球,则第 6 次

他的投篮命中率为 4/5). 求他最终在这 100 次投篮中投进次数的分布律.

3. 某物流公司和某工厂约定用车将一箱货物按期无损地运到目的地，可得佣金 100 元，但

若不按期则扣 20 元 (即得佣金 80 元)；若货物有损坏则扣 50 元；若货物不按期又有损

坏则扣 160 元.该物流公司按以往经验认为一箱货物按期无损地运到目的地有 60% 的

把握，不按期到达的占 20%,货物有损坏的占 10%,货物不按期到达又有损坏的占 10%.

以 X 记该物流公司用车将一箱货物运到目的地后的毛利润.试求 X 的分布律.
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4. 设某游乐场的一部设备在一天内发生故障的概率为 0.2, 设备一旦发生故障则全天无法

工作.若一周五个工作日内无故障可以获利 10 万元，只发生一次故障可以获利 5 万元,

发生两次故障获利 0 元，发生三次或三次以上故障则亏损 2 万元.试求一周内该游乐场

在这台设备上的毛利润的分布律.

5. 设随机变量 X 的分布律如下：

X| —1 1 2

P 0.25 0.5 0.25

(1)试求 X 的分布函数 FQ);
试求概率 P(X 0),F(0.5<X 1.5), P(1 X 2)和 P(1<X 2).

6. 设 10 件产品中有 8 件是正品，2 件是次品. 现每次不放回地抽取一件产品直到取到正

品为止.以 X 记抽取的次数，试求X 的分布律和分布函数.

7. 在一串独立试验中观察某事件 A 是否发生，且假设每次 A 发生的概率都是 04 若

以 X表示/ 发生时的累计试验次数，试求概率 P(X 为偶数)和 P(X > 2).

8. 向目标进行 20 次独立射击,且假设每次射击的命中率为02 若以X 记命中的次数，试

求概率f(X 21)及 X 最有可能的取值.

9. 进行 4 次独立试验，在每次试验中结果 A 出现的概率均为 0.3. 若 A 不出现，则 B 也

不出现；若 A 只出现一次,则 B出现的概率是 0.6; 若 4 出现至少两次，则 B 出现的概

率为 1.试求：(1) B 会出现的概率；(2)若己知 B出现，求 4 恰出现一次的概率.

10. 有两支篮球队进行友谊杯赛,假定每一场甲乙两队获胜的概率分别是 0.6和 0.4, 且各场
胜负情况相互独立.如果规定先胜 4 场者为冠军，求甲队经过 i (分 = 4,5,6,7)场比赛而

成为冠军的概率的.再问：与“三场两胜”制比较，采取哪种赛制对乙队更有利？

11. 有一种赌博，规则如下：赌徒先在 1 到 6 中押一个数字，然后掷三个骰子，若赌徒所押

的数字出现 4 次"= 1,2,3,则赌徒赢 i元；若其所押的数字没出现，则输 1 元.以随机

变量 X 表示赌徒赌完一局后的收益，试求它的分布律 (假设这些骰子都是均匀的且掷

出的点数相互独立).

12. 设某种昆虫单只每次产卵的数量服从参数为 A 的泊松分布，而每个虫卵能孵出幼虫
的概率均为2(0<0< 1)且相互独立. 分别以 Y 和 Z 记一只昆虫一次产卵后幼虫
的个数和未能孵出幼虫的虫卵的个数.试问 y 和 z 分别服从什么分布？它们是否
相互独立？

13. 一个系统包含了 1 000 个零件，各个零件是否出故障是相互独立的并且在一个月内出故

障的概率为 0.001. 试利用泊松分布求系统在一个月内正常运转(即没有零件出故障)的
概率.
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14.保险公司的资料表明，持某种人寿保险单的人在保险期内死亡的概率为 0.02.利用泊松

分布，试求在 400份保单中最终至少赔付两份保单的概率.结果精确到小数点后三位.

15.某种数码传输系统每秒传送 5.12 x 105 个字符 (0 或 1),由于会受到干扰，传送中会出

现误码，即将 0 (或 1)传送为 1 (或 0).若误码率为 10-7,求在 10 S 内至少出现一个误

码的概率.在 100 s 内呢？结果精确到小数点后三位.

16.某航空公司知道预订航班的乘客有 0.05的概率最终不会来搭乘，为了盈利更多，他们的

政策是接受比实际座位更多的预订. 若一个恰有 50 个座位的航班一共被预订了 52 张

票，问最终出现无法满足所有乘客乘坐要求的情况的概率大约是多少？结果精确到小数

点后两位.

17.假定有 100 万注彩票出售，其中有 100 注有奖.

(1)若一个人买了 100 注，求其中奖的概率；

(2)一个人买多少注，才能保证有 0.95 的概率中奖？

18.设随机变量 X 的分布函数为

0, I< 0,

切4, 0 1 1,

歹(力)= 1/2+@ — 1)/4, 1 力< 2,

5/6, 2 W1< 3,

i 1, I》3.

试求： P(X =卜)，k = 1,2,3; (2)P(1/2 < 力< 3/2).

19.设随机变量 X 的分布函数为

x < —1,

= —1,

—1< N < 1,
N》1,

1< < 2,

2 z< 3,

其他.

若又知 P(1 <X < 2)= P(2<X < 3),试求常数 a 和 b的值.

21.设随机变量 X 的密度函数为

Q
flX) = —(X)< X < OO.八 / 1+源，

0,

F(/)=
I/'

QN + b,

、 1，

且 P(X = 1)= ),试求常数 a 和 b的直

20.设随机变量 X 的密度函数为

{ ax^

b,

0,

83







第二章 随机变量及其分布

试求： 常数 见 分布函数 FQ); (3)概率 P(〔X|< 1).

22. 在曲线 g = 2/ -/ 与 6 轴所围成的区域中随机取一点，以 X 表示它与 y 轴之间的距

离.试求 X 的密度函数 /(0 和分布函数 FQ).

23. 设连续型随机变量 X 的分布函数为

{ 0,x <1,

Q*Ini+ bx2+1, 1 i e,

1, i> e.

试求：(1) 常数 a,b; (2)随机变量 X 的密度函数 /3).

24. 若随机变量X 服从区间(-5,5)上的均匀分布,求方程 / + Xn +1= 0 有实根的概率.

25. 某城际列车从早上 6:00 开始每 15 min 发出一趟列车,假设某乘客达到车站的时间服从

7:00 到 7:30 的均匀分布，若忽略买票等其他时间，试求该乘客等车时间少于 5 min 的

概率.

26. 设随机变量 X 服从区间 (1,4) 上的均匀分布，现对 X 进行三次独立观测，试求至少两

次观测值大于 2 的概率.

27. 设随机变量X只在区间(0,1)内取值,且其分布函数 FQ) 满足：对任意 0 a < b 1,

F(b) -尸(a) 的值仅与差 b-a有关.试证明 X 服从 (0,1)上的均匀分布.

28. 假定一机器的检修时间服从参数为 人=1的指数分布(单位：h). 试求：

(1)检修时间会超过 2 h 的概率；

(2)若已经检修了 2 h, 总检修时间会超过 4 h 的概率.

29. 设顾客在某银行的窗口等待服务的时间X 服从参数为 人 = 2 的指数分布(单位：min).

假设某顾客一旦等待时间超过 10 min 他就立即离开，且一个月内要到该银行 5 次，试

求他在一个月内至少有一次未接受服务而离开的概率.

30. (1) 设 X 为正值连续型随机变量，试证明它服从指数分布的充要条件是对任意的常

数力2>0,均有

P(X ^t + x\X>t)=尸(X 乃；

(2)设 X 为取值为正整数的离散型随机变量,试证明它服从几何分布的充要条件是对任

意的正整数 m,n,均有

P(X m+ n\X > n) = P(X m).

31. 设随机变量 X~N(1,4),
(1) 试求概率 P(0 X 4),尸(X > 2.4) 和 P(|X|> 2);

(2)试求常数 c, 使得 P(X >c) = 2P(X .
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32.在一个流水线上，我们测量每个电阻器的电阻值 尼 只有电阻值介于 96 Q 和 104 Q 之

间的电阻器才是合格的.对下列情形试求合格电阻器的比例：

(1)若 R 服从区间 (95,105)上的均匀分布；

(2)若 R 服从正态分布 N(100,4).

33.由学校到飞机场有两条路线可供选择：第一条要穿过市区，路程短但堵车现象严重，所

需时间(单位：min)服从正态分布 N(30J00);另一条是环城公路，路程长但很少堵车,

所需时间服从正态分布 N(40,16).如果要求 在 50 min 内到达机场； 在 45 min

内到达机场.试问各应该选择哪条路线？

34.同时掷两枚均匀的骰子，以 X 记它们的点数之和.试求 X 的分布律.

35.同时掷三枚均匀的骰子，以 X 记它们中最大的点数.试求 X 的分布律.

36.设随机变量 X 的分布律为

X —1 0 1 2

P 0.2 0.3 0.1 0.4

试求下列随机变量的分布律：

k = —2X+1; K = /I; (3)h =(X — 1产
37.设连续型随机变量 X 的分布函数为

F(x)= a+ barctanxy —oo <x< oo.

(1)试求常数 的值；

(2)试求随机变量 Y = 3 — J式的密度函数 0①);
(3)试证明 X 与 1/X 具有相同的分布.

38.设粒子运动速度服从正态分布,求该粒子动能的分布.

39.设元件寿命 X 服从指数分布 W(A),求 y = 的分布.

40. 设随机变量 X U(0,1),试求下列随机变量的密度函数：

(1) m = eX； e=XT; (3)r= InX,其中1> 0为常数.
A

41.设随机变量 X
~
U(― 试分别求 m =tanX 和 K =cosX 的密度函数.

42.设随机变量 X 的分布函数 户(乃 为严格单调连续函数，证明：随机变量 y = P(x)服

从区间 (0,1)上的均匀分布.

43.设随机变量 X 服从参数为 1的指数分布，试分别求 m = X? 和 K = 1 — e-x 的密度

函数.

44.设随机变量 X 的概率密度函数为 八乃 = 2(1 — n), 0<2<1.试构造区间 (0,1)上的

一个单调增函数 g3),使得 g(X)恰好服从参数为 1的指数分布.
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45. 设随机变量 X 服从参数为 A 的指数分布，以 y =[X]表示它的整数部分，即不超过 X

的最大整数，而以 z 表示它的小数部分，即 z = x -[X].试求随机变量 Y 和 z 各自
的分布，且它们是否相互独立？

46. 设随机变量 X 服从参数为 A 的指数分布，且随机变量 y 定义为

Y={ X, X》1,

|—X2, X< 1.

试求 Y 的密度函数 p(g).

47. 设随机变量 X 服从标准正态分布，试求下列随机变量的密度函数：

匕= ex; (2)6= |X|; (3)匕 = 2X2 + 1.

48. 设随机变量 X 的密度函数为 /q)= -x\Q< / < 3,令随机变量
Q

/ 2, X”
y = < x, i <x < 2,

[1, X〉2.
(1)求随机变量 y 的分布函数；
求概率 p(x y).

49.* 设随机变量 x u(o,1), 求下列随机变量的分布函数或密度函数：
xy = .― Z = X/(qj](X),其中。<。< 1；

1 — A

(3) W = X2 +X/[om(X), 其中 0 < b < 1.

50.* 设随机变量 X N(0,1),证明对任意 C> 0,有

左g一3)院*(P(X〉幻≤表e-哆.

51.* (两端带吸收壁的随机游动)设赌徒甲有本金 a 元，赌徒乙有本金 b 元，每局甲赢的概

率为小 乙赢的概率为 q = 1-3 没有平局.设每局输赢都是一元. 求赌徒甲输光的概

率. 如果赌徒乙是赌场老板，赌徒甲的资本 Q 相对于赌场老板的赌本 b 而言是 o(b), 设
p = q = 1/2,你对该结论有什么看法？

提示：把上述模型视为一个质点在直线上左右游动，设质点初始位置为 Q. 质点向左游

动一步的概率为 q, 表示乙赢甲输，质点向右游动一步的概率为 0,表示甲赢乙输.以 Pn

表示质点位置在 n而质点随机游动最终被 0点吸收的概率(即甲输光的概率)，qn表示

质点位置在九而质点随机游动最终被 a + b点吸收的概率 (即乙输光的概率) .由题意

加= 1,如 = 0,

Pa+b =°,Qa+b =

若在某时刻，质点位于 c =明 则它被 2 = 0 吸收有两种方式来实现：一种是接下来向
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右移动而最终被 n = 0 吸收；另一种是向左移动而最终被1= 0 吸收.运用全概率公

式，得

Pn =P •Pn+1 n= ,a + 6- 1,

这样我们得到一个二阶差分方程,对应的特征方程为

012
_
1+ q = 0

设特征方程解为3避2,则通解为 Pn =G说 + 02吗 = + 02 ,利用边界

条件即可得出甲最终输光的概率为

当 0 = q = 3 时，考虑当;T i时外 的极限,也可以直接从差分方程出发求出外.
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学习目标

了解为什么要引入二维随机变量，理解二维随机变量和联合分布的定义

理解一维随机变量和二维随机变量的差异，掌握边缘分布和联合分布之间，以及

边缘密度函数和联合密度函数之间的联系

理解条件密度函数的定义,掌握条件密度函数、边缘密度函数和联合密度函数三

者之间的关系

掌握随机变量相互独立的定义，并能熟练地应用独立性来求有关事件的概率

掌握求多个随机变量函数的分布的方法

3.1 多维随机变量及其分布

3.1.1 多维随机变量

有时候,我们对随机试验的结果要用两个或两个以上的随机变量来描述，例如为了研究某

学区学龄前儿童的身体发育情况，需要了解他（她）们的身高（H）和体重（W）. 记 o=｛该学
区学龄前儿童的全体｝,学龄前儿童记为以则｛a ：XQ）=（HQ）,WQ））｝表示该儿童的身

高体重.X 称为二维随机变量，它可以用来描述学龄前儿童的身体发育状况.

定义 3.1 多维随机变量

设 …，尤3）为同一样本空间上的随机变量，则称

x（5 =（Xi（m,X2Q）「�，x/M） .

为 n 维随机变量，或称为 n 维随机向量.通常简记为（Xi,X2,���，*九）或 X.

视频 扫描视频 8 的二维码观看关于多维随机变量的讲解.

视频8 多维随机变
量

在多维随机变量中，每个坐标都是同一样本空间中的随机变量（图 3.1）,它们之间还会有

某种关系，所以研究单个随机变量是不够的.我们必须把它们放在一起进行研究.

先研究二维随机变量. 类似于一维随机变量，我们也是要研究它们取哪些值以及取这些

值的概率多大.这就引入如下定义：



3.1 多维随机变量及其分布

定义 3.2 二维分布函数

设(x,y)是二维随机变量，(e切 e R2, 称二元函数

F(x,y)=P(X ^y)= P({s：X(g) n,Y(g) g})

= P({X<叫A{Y —})

为 (x,y)的分布函数，或(x,y) 的联合分布函数 (joint cdf).

由二维联合分布函数 下（巴4），我们可以求出二维随机

向量（X,Y）落在矩形区域（M词 X（即,统〕中的概率（如

图 3.2 所示）

PQi <X ^x2,yi <Y 统）

= P（-oo <X % —oo <Y J2）—
P（—8 < X II, — OO < Y J2）—
P（—oo < X % —oo V Y %）+
P（—8< X % —oo < Y %）

= F（%公）一下01,92）一下（22,m）+ FQi,gi）�

y

图 3.2 二维随机向量(X,y)
落在矩形区域中的情况

性质 二维随机变量的联合分布函数 F(e,g) 具有如下性质：

(1) F(①,y) 分别对 x, y 单调不减的；
V(/,g)e怛

0 尸(力,g) 1, F(-oo, oo) = 1,

F(—oo, g) = —oo) = F(—oo, —oo) = 0;

(3) 下(2,切 分别关于 gg 右连续；
Vg <如加<如PQi<X< x2,yi <Y v 42)非负，即

产但<X< x2,yi <Y <y2) = F(%g2) -尸(如02)-F(%g1) +尸(即组) 0・
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歹(gg) =

F

设 X,Y 的可能取值为｛(g,%)" = l,2,・・・# = 1,2,��，｝.记

定义 3.3 二维离散型随机变量

从而得证.事实上，我们容易找到无穷多个不满足性质 (4)的矩形.

当然，对于二维离散型随机变量，即每个分量都是离散型的随机变量，我们不必用联合分

布函数来描述其概率分布情况，而可以指出它们在每个可能的取值点上的概率值即可.

则 满足上述性质中的 (1)—(3),但不满足 (4),因而不是一个分布函数.

证 性质 (1) (3) 容易验证.对 (4),因为

0, n 0 或力+ g 1 或g 0,

1, 其他.

P(X = *i〉Y = yj) = pij , / = 1, 2, • ,

称其为二维离散型随机变量的联合概率质量函数或联合分布律 (joint pmf).

强)=1-1-1- 0 = -1<0,

这 4 条性质的证明容易，它们刻画了一个二维联合分布函数，即一个二元实函数 F(x.y)

如果满足上述 4 条性质，那么必存在随机变量 X 和 V,使得 尸(肛切 为它们的联合分布函数.

值得注意的是，二维随机变量与一维随机变量不同，刻画一个联合分布函数需要加上 (4). 也

就是说从条件 (1) (3) 推不出 (4).

例3.1 定义二元函数

容易验证

》0,ij = ;

订 =l

当 x,y 都取有限个值时，也常用下面的列表表示它们的联合分布律:

X
y

yi g2 … yn

Pll 012 • • • Pin
C2 P21 @22 • • • P2n

27n Pml Pm2 * Pmn

一般地，对 71维离散型随机变量，我们有下述定义:
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3.1 多维随机变量及其分布

定义 3.4 n 维离散型随机变量
称 X = (Xi,X2,・・・，X。) 为一九 维离散型随机变量，若每一个 X. 都是一个离散型随
机变量，e = 1,2,… m.并设 m 的所有可能取值(有限个或可数个) 为｛q门q2,…｝,
4 = 1,2,• • • ,几，则称

P01? J2? •♦•,%) = P(Xi = Qlji〉X? = ^2j2 5 • • •
? Xn = an,〕、

力/2,…，％ = 1,2,… (3.1)

为 n 维随机变量 X 的联合概率质量函数或联合分布律.

容易证明联合分布律具有下列性质：

。(九，2,…，3) 0, % = 1,2,・・・，E = 1,2,… ，场

£ 汉力,先,…，%)= 1.

例3.2 期末有高等数学和普通物理两门课程的考试，高等数学先考.对某些同学而言，第

一门课程的成绩对第二门课程成绩有影响. 设某学生高等数学考试优秀的概率为 0.6, 若高等

数学成绩优秀，则他的普通物理考试优秀的概率为 0.8, 反之,若他的高等数学成绩良好或以下,
则物理考试成绩为良好或以下的概率为 07 求该学生两门课程考试得分概率的所有情况.

解 令 X = /人 Y =3,其中 4=｛高等数学考试成绩优秀｝,2=｛普通物理考试成绩优

秀｝. 题意就是求 x,y 的联合分布.
p(x = i,y = 1)= p(y = i|x 二 i)p(x = 1) = 0.8 x 0.6 = o.48,

p(x = i,y = 0) = p(y= o|x = i)p(x = 1) = 0.2 x 0.6 = 0.12,

尸(X = o, y = i) = p(y = i|x = o)p(x = 0) = 0.3 x 0.4 = 0.12,

p(x = o,y

列表表示如下：

= 0) = p(y = o|x = 0)P(X = 0) = 0.7 x 0.4 = 0.28.

X
y

0 1

0 0.28 0.12
1 0.12 0.48

例3.3(多项分布) 设 41,82,•・・ ,A0 为某一试验下的完备事件群，即 Ai,z2,• • • ,4九两

两不相容且和为 仅 记 Pk = P(Ak)(k = 1,2,- •• ,n), 则 pk O,0i +夕2 + VPn = 1.

现将试验独立重复进行 N 次，分别用 X。表示事件 Ai 出现的次数 (E = 1,2,・・・ m). 则
X = (Xi,X2,・・・，*九) 为一离散型随机变量，试求 X 的分布函数. 此分布律称为多项分布,
记为 V(N;pi血…&)•
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解 由于试验独立进行，总的结果数为 N,记结果4 出现的次数为 用，则 心+心+���+

kn = N.因此相当于多组组合，所以

P（X1 = 如/2=机…，X0 =加）=加标fP包上..�上当）
*1个 鼠1个

N!

上1!屁！…上九!
犹1…府,

其中 ki,后，,…，% 为非负整数且 如 + k2 H kn = N.

3.1.2 连续型多维随机变量的联合密度函数

回想我们定义一元连续型随机变量的思路，对随机变量在 股 上任意（可测）区间的概率,

通过寻找其概率密度函数这一本质工具，从而可以将其表示为概率密度函数在该区间上的积分.

由于多维欧式空间和直线有着相似的优良性质，一元连续型随机变量的定义可以自然地推广到

二维和多维场合，我们首先看二维连续型随机变量的定义：

定义 3.5 二维连续型随机变量

设（X,Y）~ F{x.yy
若存在可积的非负函数 /（伤g）,使得对于 V（c,g）e R2,有

产 ry

F（x〉y）= / / f（u,v）dudv, （3.2）
v/ —oo J—8

则称（x,y）为二维连续型随机变量，b（①4）称为其联合分布函数，称 /（伤妨 为其联

合概率密度函数（joint pdf）, 简称联合密度函数.

性质 联合概率密度函数 了（第/）具有以下性质：

（1）对任意的 gg G里 有 f（叫y） 0;

（2）[[ f（x,y）dxdy = 1; （3.3）

（3）若 /⑶妨 在点（0）,%）处连续,则

，夕（gg）
（ 、

常得 =/（如w）， （3.4）
（如，3/0）

由此知

P（x<X x dx,y<Y≤g+ dg）弋 f（劣,y）dxdy, （3.5）

即 y）dxdy 大约是二维随机变量落在矩形（①，n+ &r] x（y,y+ dy]中的概率.

（4）设 G 是平面上的一个区域，则
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P（（X,y）eG）= yy f{x,y^xAy. （3.6）
Q,g）WG

可以从质量来理解二维联合概率密度函数和联合分布函数，/（©g）可以解释为面密度,

该公式解释为该区域的质量.从几何角度看,上面的公式是平面区域 G 上方和曲面 八伤妨 之
间的柱形体积.

@ 注 从定义可以看出，连续型随机向量与离散型随机向量不同，不能简单地定义为“每个

分量都是一维连续型随机变量”.

例3・4 设 X］ X2=Xi, 则随机向量（Xi,X2）的两个分量都是连续型随机变

量，但（Xi,X2）只能在单位正方形的对角线取非 0 值，因而不可能存在一个非负函数 /（gg）

满足性质（2）（因为二元黎曼可积函数在平面上任一有限线段上的积分为 0）,即（Xi,X2）不存

在密度函数.

性质（4）中的区域 G 通常用（应沙）的若干个函数不等式来表示，大多数情况下为由（伤妨
的线性函数和二次函数围成的.

例 3.5 设（X.Y）的概率密度函数为

"
1 a" 1 「（① 一。）2 日3-0）® — 与 上仅一职］1

其中 — OO V a, b <8,0 <(71,(72 < 00, —1 p 1. 称(X,Y)服从参数为 Q, A(71,(72,p的

二元正态分布，记为 N(a, b,黄，逮,p). 其图形如图 3.3所示.

府实验 扫描实验 9的二维码进行二元正态分布的模拟实验,

观察不同参数下分布的形状变化.

例 3.6 设 G 是平面上的一个有界区域，记 |G|为 G

的面积，若

（x,y）~ "伤妨 =卷1g（应 g）,

称（x,y）在 G 上服从均匀分布.

例3.7 设
图 3.3 二元正态分布密度

函数的图形

实验9 二元正态分
布

(x,y)~ = 6一3+”0,8M(0,8M0力

设区域 G 由
n+X1, 北0

围成(见图 3.4 ). 求 F(x,y)及 P^X.Y)e G).
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解 联合分布函数为

P(力,切
产 fy

= / e~udu / e-气m(〃〉0,心0)Jo Jo
— (1 一 e-°)(l -

P((X^eG) = jJ e~^x+y^dxdy
x>09y>0
x+y^.1

(1 pl—X ,1
dx e-Q+")dg = / (1 — ^~x)dx

Jo Jo Jo

1- 2e-i = 0.264 2.

注 二维随机变量的联合分布函数和联合概率密度函数可以毫无困难地推广到 几维. 设

x = (Xi,X2,…，xn)T, x =(%均…，为n)t e Rn, 称

f⑶)= P(c1,为2,… 也九)= P(X1 21,X2 12,… ,Xn 与)三 P(X 0)

为 n 维随机变量 X 的联合分布函数.若存在非负的九 元函数 …，外)，使得

ZOO(8
•• / /(^1,^2,* ' * , • • • dun

-OO J—8

= /J(-8)n
则 /(0 三 /31巡2,���避九) 称为 x 的联合密度函数，X 称为连续型的 n 维随机变量，对应
的联合分布函数 F{x} = F{xUX2^ - 称为连续型的联合分布函数.

可以验证联合分布函数 FQ1巡2,・・・ 此九) 具有下述性质：

(1)下(/1的2,…，%)对每个变元单调不减；

(2)对任意的 1 / 九有， lim …，力n)= 0；
Xj—> — OO

(3) lim f(6心2,…，%)= L
N]—OOH2T'8… 声九一>8

94



3.2 边缘（际）分布

3.2 边缘（际）分布

多维随机向量的每个分量或子集均为随机变量，那么它们的分布函数可以从联合分布函

数导出. 我们称这些分量或子集的分布函数为边缘（际）分布函数，以强调它们可以从联合分

布函数中导出来.

定义 3.6 边缘（际）分布

设（X,y）的联合分布函数为 P（与功，则其分量 X 和 Y 的分布函数 F^x）和 F2（功

称为（X,Y）或 F的边缘（际）分布（marginal distribution）.

视频 扫描视频 9的二维码观看关于边缘分布和条件分布的讲解.

由于｛y< 00｝= 仅 故

乃 =P（X 劣）= P（｛X 叫C J?）= P（X x,Y < 00）

= lim 三 00）.g—>00

同理,凡⑼ = p（y

由此知联合分布可以唯一确定边缘分布.下面分别对二维离散型和二维连续型随机变量

视频9 边缘分布和
条件分布

的边缘分布进行讨论.

3.2.1 二维离散型随机变量的边缘（际）分布

设二维离散型随机变量（x,y）的联合分布律为

P（X = Xi,Y =勿）= Pij, = 1,2,…，

则随机变量 X 的边际分布律为
OO 8

P（X = &）=〉:P（X =修,Y = yj）=〉切

J=i ，=i

=Po, ]= 1,2,・ • • .

同理，随机变量 y 的边缘分布律为
OO

P（Y = %）=〉[pcj 三 ，=1,2,… .
c=1

在例 3.2 中，由联合分布律容易得到 X 的边缘分布律为

P（X = 0）= 0.4, P（X = 1）= 0.6,

以及 Y 的边缘分布律为

p（y = 0）= 0.4, P（Y = 1）= 0.6.

用列表表示更清楚:

95



第三章 多维随机变量及其分布

X
y

Pi-
0 1

0 0.28 0.12 0.4
1 0.12 0.48 0.6

Pj 0.4 0.6 1

例3.8 袋中有 5张外形相同的卡片，3 张写上数字“0”，另 2 张写上数字“1" .现从袋

中任取两张卡片，分别以 X,Y 表示第一张和第二张卡片上的数字，试求分别在有放回和不放

回两种情形下，（X,y）的联合分布律及 X,y 的边缘分布律.

解 简单计算得到

y X
Pj y X

Pj
0 1 0 1

0
9 6 3 0 6 3
25 25 5 20 5

1
6 4 2 1 2 2

1
25 25 5 20 5

Pi. 3
5

2
5

1 3
5

2
5 1

这个例子说明，边缘分布律不能决定联合分布律.其中，左边表为有放回抽取下的分布律，右

边表为不放回抽取下的分布律. 口

3.2.2 二维连续型随机变量的边缘分布

设二维连续型随机变量（x,y） /（肛切 ，由于

/
X（OO
/ f（u,y）dudy

-oo J— OO

右边在积分号下对 n 求导，得 X 的边缘概率密度函数为

/13）= /Jr
同理，y的边缘概率密度函数为

Jr

定义 3.7 边缘概率密度函数

x和 y的概率密度函数 人（乃 和 f2（y）称为二维随机变量（x,y）或者联合概率密度

函数 的边缘概率密度函数（marginal pdf）,简称边缘密度函数.

由定义不难看出，计算二维连续型随机变量的边缘密度函数就是联合密度函数 /（2招）对
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另一个变量求积分.

例 3.9（例 3.5 续） 二元正态分布的联合概率密度函数 /（3收2）可以表示为下述形式

（表示为 n 元正态分布密度函数的一般形式）：如果（Xi,X2） 62）,其中概率密度函

数为

/Q）=（27i）_?|A|~^exp|-*— /i）Ta-1q—叫， （3彳）

其中 k = 2,% =（3,22尸，M —（41,42产 为常数列向量，A为正定方阵 为 A的行列式,

A=（ 户 。0四］,
\ pa±a2 逮 y

其中 |p| 1.求 /1（^1）和 小2（e2）.

解 不难得到

J 1

1一 p2
疔

2

-1 -1-P0 02

Q — 4产4一1（比 一 4）= 1_ J 01 -从1)2 _ (6一.1)(/2 -㈤ (62 -从2)2
]一 p2 [ 忧

P
6运竭

=(l-p2)。弼.

要得到 X1 的边缘概率密度函数，只要在联合概率密度函数 /（ 1收2）中对 22 积分.作变量

代换

也* 力

对 t 积分，注意到标准正态分布密度函数 g（e）的积分为 1,得

,z x 1 J 1（/1一41）21

同理，

.（均 =短exp{—产下）},
可以看到，随机变量 x,y 都服从正态分布，但是它们都与参数 p 无关，这说明联合分布可以

唯一确定边缘分布，但是两个边缘分布不能唯一确定联合分布. 口

例3・10 设随机变量（X.Y）有如下的联合概率密度函数：

"0妨 =1〕2巾」）exPUj（'一 2P切+ /）}+

2力（；-丙exp.^j（/+2p政+、}.,
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则不难验证，它的两个边缘概率密度函数都是正态分布密度函数.

解 事实上，在例 3.9 中，取处 =42 = 0,01 =02 = 1,则容易得到

人⑶ =点钉挈，以切二弓^一当.
本例也说明边缘概率密度函数不能决定联合概率密度函数. 口

例3.11 考虑两个概率密度函数

P(吃 y)= 力+弘 Q <x,y< 1,

q(%妨 =(劣+ g) (沙+ g)‘ 0 < © g < 1,

试求边缘概率密度.

解 易得所求边缘概率密度都是如下形式：

/(^)=

^
+ -, 0<1< 1.

这说明边缘概率密度函数不能决定联合概率密度函数. 口

注 多维随机变量的边缘分布和边缘密度函数

(1) 边缘分布的概念可以推广到多维随机变量，其中仅仅是把随机变量换成随机向量.

设 X = (X1,X2,・・・，XQ,从这 n 个随机变量中任取 k 个 Xni,Xn2,・・・，x相，记 u =

{Xni,Xn2^^ ,XnJ, 为方便起见，不妨设o = (Xi,X2,…，XQ, 剩下的 几 一次 个随机变量

记为 V = (Xk+i,Xk+2,…，Xn), 则 U 的分布就称为 n 维随机变量 X 的边缘分布，记为

及7W),其中 M =(如% •••,以)，注意到

Fu(。)= P(Xi <叼，•…，Xk < 劣泾，•…，X“+i < ex), • • •Xn < oo)

= FQi, • • • ,劣机 oo, • • • , oo) = F(u)oo, • • • , oo)

即在联合分布函数中，把另一个变量用8代替就得到边缘分布.

(2)类似于讨论二元随机变量的边缘密度函数，边缘密度函数等于联合密度函数对另一个

变量的积分.用随机向量(M0)代替二元函数中的 (n,切，得到多维随机向量的边缘密度函数

等于联合密度函数对另一个变量 V 的积分，其中 0 =(3+1,3+2,…，r九)，即

力⑻ = /jRn~k
其中 d@ = dik+id/k+2….d/九.

(3) n 维随机变量的边缘分布函数有 2n - 2个.
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3.3 条件分布

一个随机变量（或向量）的条件概率分布，就是在给定（或已知）某种条件（某种信息）下

该随机变量（向量）的概率分布.

当（x,y）为二维离散型随机变量时，设联合分布律为

p（x =%y=勿）= Piji Kj = 1，2,•…，

若 p（y = %）> o,则根据条件概率的定义,在给定 y = %•下 x的条件分布律为

Pi\j = 〃= 1,2,…， （3.8）

同理若 P（X = q）> 0,则给定 X =0下 Y 的条件分布律为

Pj\i =—. ，= 1,2,���， （3.9）
Pi-

当（X,Y）为二维连续型随机变量时，记联合概率密度函数为 f（x,y）. 由于连续型随机

变量取任意一点的概率为 0,故此时不能直接使用条件概率.但是注意到，如果定义条件分布

函数

Fx\Y^\y）= P（X x\Y = g）三 lim P{X V g+ w）
E—>0

= lim
（F（©g+ e）-F（匹沙））/£

£T0 P（y<Y + e）/e

=
呐肛g）/g®）

dy / dy

— fX fW,y）口=

三 / /x|y（矶g）d%
J—8

其中 Y 的概率密度函数在 y 处的值 ，2（切 > 0（显然，Fx\Y{x\y）在固定 y 时是一个分布函

数）. 根据连续型随机变量的定义和概率密度函数的性质，上式定义了 X 在给定条件 Y = y

下的分布函数和概率密度函数. 也就是说，条件分布函数 FX\Y{x\y）可以表示为非负函数

/xiyQH）的积分，故其为概率密度函数，则定义

定义 3.8 条件概率密度函数

如果 Y 的概率密度函数在 y 处的值 /2®）〉0,那么称

fx\Y^\y）= （3.10）

为给定 Y = y 下随机变量 X的条件概率密度函数（conditional pdf）, 简称条件密度函

数.同理，给定 X =I下随机变量 Y 的条件概率密度函数 fY\x（y\x）为

/y|x（g|c）= , /13）> 0. （3.11）
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第三章 多维随机变量及其分布

给定 x = N 下随机变量 y 的条件密度函数也常常表为 y|x = "
或

Y|n /y|x®
由条件密度函数的定义,我们有

= /y|x—13）= /x|y（剑—）•

由此得到连续型随机变量的贝叶斯公式的密度函数形式：

fy\x(y\^ =
/x|y（剑切/2@）
九⑺

(3.12)

(3.13)

fx\Y^\y)=
/（对g）

痴）

/y|x )/i(n)
府)

(3.14)

@ 注（条件分布的物理直观意义）从物理观点看，设平面上在格点 0J）上有质量 Pv，i,j =

1,2,• - • . p.j 就是直线 y = j 的质量. 0击 就是格点（3，）上质量与直线 y = j 质量的比值.

如果平面质量有面密度 /（rc,g）, fx\Y（^\y）就是当 —> 0,Ay —> 0 时矩形 [/,/ + x

+ 与条形（―oo, oo）x（g,g + 质量比值的极限. 而条件分布函数 Fx\y{x\v）就

是当 —> 0 时，条形（―oo, x] x（% g + 与条形（一oo,oo）x（y,y +^y\ 质量比值的
极限.

例 3.12 从（0,1）中任取一点 X,再从（0,X）中任取一点 Y, 求 Y 的密度函数以及

FX|y（0.5|0.25）.

解 由题意，x~u（o,i）, y|x = i~u（o,以所以由公式（3.io）,（x,y）的联合密度为

『2®)=

f(吃y)=人(r)/y|x(Mn) =加1)
•，(om(力

当 0cg c1 时，

/ /(/,g)di= / ＜为血— oo J。N

由条件密度函数定义知

-d^= -ln(?/)I(o,i)(2/),

因此

册丫切0.25）=智咨薨 = 荷片/（0.25,1）（以

Fx|y(0.5|0.25) /x|y(©0・25)d/ = 0.5.

例3.13 设某地区成年男子的身高 8（cm）服从正态分布 N（172,36）,当身高 H =九时,
体重 W（单位：kg）服从正态分布 N（h — 105,49）. 求体重 W 的分布.
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3.3 条件分布

解 由题意,

£
1 J (/1—172)2]

/wMW° =7^exp{ (w —(h — 105))2
2 x 49

所以

/(瓦仅)=

1 —( 1,伍一 172产 । (w
_

(ft
_
105))2

=
2k x 42 exP( - 5( 36 + 49

在 f(h,w)的指数中，对变量 h 配平方，然后对 h 积分，得

/w(a)= P ;- -- exp{-J「 J—8八 /
，2ti 义 85 I 2x85「

即印�N(67,85).

例 3.14 设（X,y） N（41,42,厚酷 p）,求 Hn的分布.

解 由二元正态分布随机变量密度函数的定义，x n（mi,苏），密度函数记为 人3）,记

1 y - 42g = , yi = ,

则

加乂（a=舒

23」p5亦exp{-^4^（游 — 2p"1+式）}

看exp{ —别

=河小映{一舟语例-加尸}

= ,2山1\孤 exp{ - “I））/
即 Y\x - N（42 + - 41），（1 一 p2）埼）. 口

e 注（n 维随机变量的条件密度函数）把随机变量 X,y 都换成随机向量 X.Y,我们可以

把两个随机变量的条件密度函数推广到 71 维随机变量的条件密度函数.设

% =（劣1,22,•… ，以）,V=（沙1,沙2,���,外_k）,

/3，g）= /01逆2,… 收机阴，沙2,…,纳i-J
记随机向量 X,Y 的边缘密度函数分别为 /x3）和收 则给定随机向量 Y= y 下随机
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第三章 多维随机变量及其分布

向量 X 的条件密度 fx\Y(x\y)定义为

了X|Y(比|g)= , fY^y)> 0-

同理，给定随机向量 X =x 下随机向量 Y 的条件密度 fY\x(y\x)定义为

/y|x(g|/) =［黑, /xQ)〉0・
/x

类似于二维随机变量的贝叶斯公式的密度函数形式，对 n 维随机变量也成立.

3.4 相互独立的随机变量

在上一小节中，我们知道由 (x,y)的联合分布可以唯一确定边缘分布，反之不必成立.

什么时候边缘分布可以唯一确定联合分布？在研究事件独立性时，我们知道两个事件同时发

生的概率等于每个事件发生概率乘积的充要条件是这两个事件相互独立.(x,y)的联合分布

F(gg)= P({X≤叫n{F≤v})

也是两个事件同时发生的概率，要上式等于马(6)和巴(切 的乘积，就需要事件{x 研 和

{y y}相互独立.不过由于(伤妨 可以在平面上变化,所以这不是两个事件了.为此我们需

要引入随机变量相互独立的概念.

定义 3.9 随机变量相互独立

设随机变量 X1的联合分布为 F(x,yi 边缘分布为 F^x),F2(y). 若 V(%g) e R2,
都有

F(x,y)=马3)三@), (3.15)

则称随机变量 x,y 相互独立.

视频 扫描视频 10 的二维码观看关于随机变量的独立性的讲解.

视频:LO 随机变量
的独立性

直观来看，称随机变量 X,y 相互独立是指：若 A 是与随机变量 X 相关的任意事件，B

是与随机变量 y 相关的任意事件，则事件 46 相互独立. 所以随机变量独立的定义也等价
于：VBi G R, B2 G R, 都有

P(X G 显)= P(X e B^P^Y G B2). (3.16)

若 (X, Y) 是离散型随机变量,分布律为 P(X = Xi,Y = %)= pm孔/ = 1,2,…，则X,.
相互独立等价于

Pij = Pi-Pj V，,/ — 1,2,• • • .

事实上，充分性显然，下证必要性.因为 x,y 相互独立，所以有
(3.17)

F(以y)=用(c*2@),
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3.4 相互独立的随机变量

因此，对任意的取值对（xi.yjl 有

P(X =g,y = %•)=/(g,%•)-F(g_i,班)-F(g,%_i)+下(rj1,药一1)
=Fi(g)- r10~1)建2(%�)一 [F1(g)- F1(^-1)]F2(%-1)

= P(X = g)P(y =勿).

从而得证.

若（x,y）是连续型随机变量，有联合概率密度函数 和边缘概率密度函数 人（0,

6®）,则不难证明 x,r 相互独立等价于
/（肛妨 = fiQ）于2（y）, V（%g）e ^2- （3.18）

上式等价于密度函数 /（24）可以分离变量，即若有

=giO）g2®）, v（z,g）e R2, （3.19）

其中 giQ）,g2®）不必是概率密度函数.

在实际问题中，随机变量的独立性是可以知道的，如在掷骰子的游戏中，令 X,=｛第 i 次
掷出的点数｝,o = 1,2. 则第 2 次掷得点数与第 1 次掷得点数没有任何关系，Xi,X2 是相互独
立的. 在购买彩票中，这次开出什么号码与下次开出什么号码没有任何关系，也是独立的. 我

们可以利用随机变量的独立性来计算有关随机事件发生的概率.

例 3�15（会面问题） 两人约定上午 9:00-10:00 在公
园东大门会面，先到者等候 20 min, 如果另一人还没到就

可以离开.求两人能会面的概率.

解 设 x,y 分别表示两人到达的时间，由题意，X
u（9,io）,y u（9,io）, 且 x,y 相互独立. 两人能会面:
|X — Y| 1/3（图 3.5）. 所以两人能会面的概率为

P（|X — y I 1/3）=〃/3y^y
一一切―

= JJ dxdy = 1 — J j dxdy
l%-MWl/3 \x-y\>l/3

图 3.5 会面问题

例3.16（不独立的随机变量）设（X,Y）的联合密度函数为

求证 x,y 不相互独立.
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证 用反证法,若 X,y 相互独立,则 V出力有 f{x,y）= -3）/2（用. 如图 3.6 ,在单位

圆和外接正方形之间任取一点（2,g），则 fm y）=°, 而

/（N,o）di = - d/ > 0.

同理,/1（0 > 0,所以在该点 0 = /（%切,-3）/2（9）
>0,矛盾. 因为单位圆和外接正方形之间的面积大于 0,

所以 x,y 不相互独立.
例3.17（两个正态分布随机变量独立的充要条件）设/ |\

（x,y）- n（mi,从2,d，登,p）, 证明：x,y 相互独立 令 - o Hl
P = o. \ ,
证 充分性. 若 p = 0,因为 /（%g）= 41（7）92（g），即

联合密度函数可分离，所以（x,y）相互独立.
t

必要性.若（x,y）相互独立，则 = 九（t）/2@）, 图 3.6 单位圆和外接正方形

V（z,g）W R2, 特别取（%4）=（41,42）,有

八人"2）=
2s2^7= 九.成3）=看 X套'

从而 p = 0.

两个随机变量相互独立可以推广到 n 个随机变量相互独立.

定义 3.10 多维随机向量的相互独立性

设几维随机变量（X1,X2,…，Xn）~F（g,%…，O,记工�月（g）, 4 = 1,2,…，

n.若对任意（力1避2,…，c九尸 G 股72 都成立

万（孙%•••上）=且01/2（22）���德（斯），

则称随机变量 X1,X2,•…，X九 相互独立.
\ . 一 - 一 . . - . . — ）

性质 利用分布函数与分布律或概率密度函数之间的关系，容易得到

（1）若随机向量（X1,X2,���，X沱）是 n 维离散型随机向量，若对所有可能取值（的血,

力2卜2，，•，̂nkn）都成工

尸（Xi — 21红,X2 — 12左2，. • • ，X九 — ^nkn）= ]]p（X,=3七）
c=1

则称随机变量 X1,X2,・・・，x九 相互独立.
设连续型随机向量（Xi,X2,…，XV ~ /31,%… ，环）,羽~力（g）,"1,2,…，孙

若对任意（3,62,…，%）T E 股九 都成立

/（61,费，…，与）=
4=1
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3.5 随机向量函数的分布

则称随机变量 Xi,X?,,…，X色 相互独工.

(3) 若 n 个随机变量 Xi,X2,…， 相互独立，则随机向量 (Xi,X2,…，XQ 和随机
向量 (Xk+i,Xk+2,…，X九) 相互独立. 当然，随机向量的函数 Yi = gi(Xi, X2,…，XQ 和
K = g2(Xk+i,Xk+2,…，xn) 也是相互独立的.

然而一般来说，仅由某一部分独立无法推出 X1,X2,・・・，Xn 相互独立.见下例.

例3.18 若 X,Y相互独立,都服从 -1和1这两点上的等可能分布. Z = XY, 证明：Z,
X,y 两两独立但不相互独立.

证 由题设知 x,KZ 均服从 一1 和 1 这两点上的等可能分布，注意到

f(z = i,x = 1)= p(x = i,y = 1)= p^x = i)p(y = 1)

=；= p(z = i)p(x = 1),

p(z = i,x = -1) = p(x = —i,y = -1) = p(x = -i)p(y = -1)

=；= P(Z = 1)P(X = -1),

p(z = —1, x = 1) = p(x = 1, y = —1) = p(x = i)p(y = -1)

=；= p(z = -i)p(x = 1),

p(z = —1, x = -1) = p(x = —1, y = 1) = p(x = -i)P(v = 1)

=；= p(z = -i)p(x = —1),

因此，z 与 x 相互独立. 类似可证 z 与 y 相互独立.即 z,x,y 两两独立.但是

p(z = i,x = i,y = -1)= o r p(z = i)p(x = i)p(y = -1) = o

即 z,x,y 不相互独立.从而得证.

3.5 随机向量函数的分布

我们已经知道若随机变量 y 是随机变量 x 的函数时，y 的分布可以由 x 的分布表达.
把随机变量 x,y 推广到随机向量时，也有相应的表达.我们仅仅讨论二维连续型随机向量的
函数，离散情况和多维情况没有实质性的区别，仅仅是表达式复杂点.

设(X,Y) Z=g(X,Y)为一维随机变量,A c R, 则

P(Z G A) =〃/3，g)dcdg,

g(x,y)eA

特别当 A = (-00,0 时，Z的分布函数 Fz 为

Fz(2) = P(Z n) =〃f(x,y)dxdy, (3.20)
g3,g)≤N
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若 Z1 = gi（x,y）,z2 = g2（x,y）分别为一维随机变量,A c R2, 则 Zi,z2 的联合分布为

f(x,y)dxdy,

(3.21)

3(夕1(% u)“2(M。))
8(% 0)

3=夕1（%0）4=32（明0））

注意到
-1

(3.22)

则作变换后

(3.23)dado,

勿（力芦2）= /（夕1（Z1,Z2）“2（W,Z2）） (3.24)
(%o)=(zi/2)

特别地，当随机变量 X,y 相互独立时，有 f^y）=人⑸于2 计算会方便进行.

a(N,g) (d(u,v)

p((Zi,Z2)ea)= 〃(gi(*M,g2(i,g))E

〃f(x,y)dxdy

特别当 A = (-oo,^i] x (-oo,^2] 时，(Zi,Z2)的联合分布函数 Fz(%N2)为

Fz(Zi/2)= P(Z1 知名2 22) =〃f(x,y)dxdy.
gi
92（.x^'）^z2

有了分布函数，对它求导即可得密度函数.为计算（3.21）式，有时要用到二元函数的变换.令

〃= gi（c,g）,u = g2（%g）,（%u）和（i,g）—对应.反函数记为 力 = = 夕2（%。）且

都有一阶连续偏导数,记（e,4）对（m0）和（防 0）对（优,9）的雅可比（Jacobi）行列式分别为

gi（叫i/Xi
92（x>y）^z2

在（3.23）式中对 zi/2 求混合偏导,得

a(%0) <a(gg)

»Wz2

3(% u)
'°，叩

a(?g)
3(% e)

a(&, u)

扫描视频 li 的二维码观看关于两个随机变量的函数的分布讲解.

视频in 两个随机
变量的函数的分布

在多维随机变量场合,更一般地有，如果X =（X1,X2,•・・ ,Xn）是几维连续型随机向量,
具有联合概率密度函数 /Q）= ，比九）. 假设存在 及九 到 Rn 的一一映射 0 其逆
映射 g-i 存在一阶连续偏导数，那么 几 维随机变量 y = g{X）是连续型的，且具有联合密度

函数

0（切 = /（9一1®））I （3.25）

其中 O U 股九 是随机向量 y 的密度非零的所有可能值的集合，J 是变换的雅可比行列式，这
里 |J|为行列式 J 的绝对值，即

j= %T
a（gi,92,���，外）

•

例 3.19 设随机变量 X,y 相互独立，分别具有概率密度函数 人（名）和 介3），求 X + Y
的概率密度函数.
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3.5 随机向量函数的分布

解 由 X,y 相互独立及公式 (3.20)
r r ,8 产一％

Fx+v（z）= / / fi（x）f2（y）dxdy = / 九侬）/ %仅）dgd/,
J J J —oo J — oo
6+弥2

在积分号下对 z 求导，得

/x+v（z）=
「OO

/ /13）/23一/）也小
— oo

42仅)九(2 -切的三 九 * (2(z).

这里 /i *『2(z) 称为 /1 和 /2 的卷积 (convolution).

也可以从变量代换角度来得到随机变量和的密度函数. 令

U = X,V = X + V, 函数 %0 对 x.y 的雅可比行列式为 1,故

(积分区域如图 3.7)

P(X+y 2)=〃f(x,y)dxdy

x+y^z

/（跖v — u）dudv

/（% o — u）du.

由密度函数的定义

fx+Y^=

当 X,y 相互独立时，f(u,2 — u)= fi(u)于2(Z — U).这里不需要在积分号下求导.

POO

/ /（〃,z — a）d〃.— OO

例3.20(指数分布随机变量的和与差) 设 X和 y 独立,均服从指数分布 E即(x)，求 Z =
X + Y 的概率密度函数.

/ exp{-Aa;}exp{-A（^-明加为乂叫。㈤仁 - /）d
— OO

解 由于

力⑶ = A2

=2exp{— /Xz}
POO

/ /[0,2（2）/[0,8M2 — 2）也— oo

二 A2^exp{-A^}/[o,oo)W-

进一步容易得出，如果 Xi,X2,・・・，*九 相互独立且服从相同的指数分布 民印(1)，那么 Z =

Xi + X? + ,，，+ Xn 的概率密度函数为
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第三章 多维随机变量及其分布

% = exP{-^}^[0,oo)(^)-

该分布称为参数是叫》的 T 分布，记为 Z^Ga（n,A）.如果相互独立的两个同类型随机变量

之和仍服从同一类型的分布，那么称此分布类型具有再生性. 因此，T 分布对参数 n 具有再

生性.

类似地，Z =X- Y 的概率密度函数为

/z(z) = A2
POO

/ exp{—入切exp{—X(z + n)}/[o,8)(n)/[o,8)(z+力)de
—8

= A2 exp{— Az} / exp{-2A^}/[0jOo) (^)/[o,oo)(z +—oo

/8

exp{—2Aj：}dx,
・N

(8
A2 exp{— A2;} / exp{—2X/}d3,

Jo

n 0,

z > 0

(A/2) exp{Xz}, z 0,
= (；\/2)exp{-X|H} ,

、 (A/2) exp{— A^}, z〉0

该分布称为拉普拉斯分布，即独立指数分布的差是拉普拉斯分布. 口

例3.21 设 X,Y 相互独立，且 X~ U（0,2）,
Y
~ o（一1,1）,

求 X+ Y 的概率密度函数.

解 令 u = x + y,v = y, 由于婴r= 1,故（U,V）的联合密度函数为
a（N,g）

g（%。）= w/（o,2）（〃一o）/（—i,i）e）,
（联合密度函数的非零区域见图 3.8 ）,对另一个变量求积分得到 /x+Y（h）的密度函数为

一 0)/(一1,1)(0)加fx+Y(")= I g(叫u)du = I
/j(o (&-i)dt

do/(-i,i)(u) +

= 4[(〃+ + (3 —〃)/(l,3)(〃)]•
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3.5 随机向量函数的分布

例3.22（正态分布随机变量的和）设X和Y相互独立，分别服从N（见餐）和N（42,0力
求 z=x+v的分布.

解由于

_ 1 [_ --（如 + -2）fI汗e
P[ 2（说 +避） J

即 z
~
N（从1 + 42,词+ 避），即正态分布 N（出02）对参数 4,02 具有再生性. 口

值得注意的是，这里“X 和 y 相互独立”这一条件不能少. 事实上，容易验证（读者

练习）

/（2,/ = 3（ 1+ 1（290）- 1）（2夕（妨 - 1）

为一个二元概率密度函数，且满足 x和 y 的边缘分布均为标准正态分布，但是 x+v的分
布不是正态分布.

例3.23（独立随机变量商的分布）设x和y相互独立,x-九3）,y~ 求z= F
的分布.
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第三章 多维随机变量及其分布

所以（2,妨 对（叫0）的雅可比行列式的绝对值为 \y\ = |加，由此得

&

力⑶ =

,2

解 由定义，作极坐标变换 X

对（『,6）的雅可比行列式的绝对值为

{-32+矿

1
（3）试求随机变量 U = 的概率密度函数.X1X2X3

例如，设 x 和 y 是独立的随机变量，均服从 n（o曾2）

例 3.24 设 x 和 y 相互独立，x n（o, 1）,y ~ n（o,1）, 求（x,y）的极坐标变换后极
轴和极角（8⑼ 的分布.

于2(y)dxdy =

Rcos0,Y = Hsin。，其中 B > 0, 0 G [0, 2n). 则 (i,g)

n（1 +”）•

该分布称为柯西（Cauchy）分布，即独立正态分布随机变量的商服从柯西分布.

由密度函数的定义知

x
解 令 U = F,U = y，则当 g 次。时，函数（％切 对（肛切 的雅可比行列式的绝对值为

¥
,Z = e，则

— OO

r，由于

,+8
/ 网/i(zu)/2(u)do・
—00

例3.25 设随机变量 Xi,X2,X3相互独立且都服从区间（0,1）上的均匀分布.

（1）若随机变量 y =-alnXi, 其中 q〉0为一给定常数，试求 Y 的概率密度函数.

试求随机变量 Z =学 的分布函数.
久1

1

y y2
0 1

由上式知，极坐标变换后的（扁0）是相互独立的. 其中 R
~

rexp

U[0, 2n）.

(1+/)力 i—不1}的

/（o,oo）（『），。~

(1+/)y

作极坐标变换后由（3.24）式得

fR,o（r,3} =（exp{一夕扣/（o,8）x[o,如）（r,0）.

1

研'
v)

a@y)

,+8
/ \v\fi(uv)f2(v)dv.
—00
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3.5 随机向量函数的分布

解 (1)对任意 g > 0,由于

P(y ≤g)= P(—alnXi ≤切 = p(Xl》eT) =1— eT,

故 y 服从参数为:的指数分布，从而其概率密度函数为 友①)= > 0).

(2) 当 0 z < 1 时，

P(Z z) = P zXi) = / / dxdy =Jo Jo N

而当 Z 21时，

F(Z≤^) =P(X2≤^X1)

故z的分布函数为
i 0, N < 0,

Fz(z) = 25 0 < 1,

1 — 铲) z》1・
2z

3

(3) 由 v 三 lnU = —flnXw 及 (1) 可知，V 3
w=1

和，故卜服从 Gq(1,3)分布，即其概率密度函数为

个独立的服从民印(1)的随机变量之

10) = 如8阳).

再由 U =/ 及密度函数变换公式可知，U的概率密度函数为

力(a)=密(】,mW

例 3.26(最大值和最小值的分布) 设 X 和 F 相互独立，X ~
丹3,Y F2(yy 求

max{X,Y}和min{X,y}的分布.

解 首先注意 max{X,V}和min{X,Y} 均为随机变量.由于 X 和 V 相互独立，故

Fmax(z) = P(max{X,Y} 2)=尸(X z,Y z)

= P{X z)P(y z) = Fi(z)F2(z),

Fmin(N) = P(min{x, Y} 2) = P({X z} U {Y z})

=1- P({X > z} G {Y〉z}) = 1 — (1 — 尸i(z))(l -尸2(z))・
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第三章 多维随机变量及其分布

如果 x~/i(c),y~/2(g),那么

/max（N）= 人（力凡（2）+ F1 f? （3.26）

/min（Z）= /1（^（1- EQ））+（1 — Fi（N））/2（Z）� （3.27）

此例可以毫无困难地推广到 n 个相互独立随机变量的最大值和最小值的分布. 口

例3.27 掷两颗骰子,设X和 V分别表示第一和第二次掷出的点数,求 P（max{X,y}=

5）和 P（min{X,Y}= 3）.

解 注意到 X 和 Y 相互独立，有

P(max{X,V}= 5)= P(max{X,V} 5)— P(max{X, Y} 4)

P(min{X,V} = 3) = P(min{X,Y} 3) - P(min{X,Y} 4)

例3.28（系统可靠性研究）设系统 上由两个独立的子系

统 上1,% 连接而成，连接的方式分别为（1）串联，（2）并联，

备用，如图 3.9 .设八E2 的寿命分别为 x,y,其密度函
数分别为

力⑺ =—-叼（0,8）3）, a > 0,

力 =加一0"（0,8）（）0>0.

其中 a r /3. 求系统 L 的寿命 Z的分布.

解 （1）串联，只要 上1,£2 中有一个损坏，系统上 停止工

作,故 Z = min{X,V}, 由（3.27）式得

/min（z）=（物-峰-"+仇毋e-8）如2（z）

（2）并联，只有 上1,上2 两个都损坏时，系统上 才停止工作，故 Z = max{X,y}, 由（3.26）
式得

/max =[aL（l-ee）+ %一版（1-L）]如8）（2）

=2az +优-Ja+

（3）备用，系统 上 和 上2 寿命之和.即 Z = x + Y, 故 z〉0 时，由独立随机变量密度函

L O N2 OR

(a)串联- ——
L o oR

-2

(b)并联
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3.6 扩展阅读：辛普森悖论

数卷积公式，

/x+v = /Ze— )仇—勿dg = -^(e— -e-^),
JO 炉 - Q

若 Q =仇 容易得到

fx+Y^z)=

3.6 扩展阅读：辛普森悖论

有人说统计会撒谎. “世界上有三种谎言，即谎言、弥天大谎和统计 (There are three

kinds of lies: lies, damned lies and statistics)” .美国作家马克 •吐温(Mark Twain,1835—
1910)在其作品《我的自传》中的曾引用此话.将统计和谎言相提并论显然有失公允.如今人

们理解这句话，大多指向的是对统计数据的人为操纵和恶意利用. 其实，数字本身不会说谎,

数字只是一个信息载体，说谎的其实是使用数字的人.数字既可以拿来解释客观世界，也可以

用来曲解事实真相. 这也恰好说明，如果没有一定的统计学知识，人们就有可能从接收到的信

息里得出错误的结论.美国统计学家哈夫 (Darrell Huff,1913—2001) 还为此出版了一本名为
《统计数字会撒谎》(How to with Statistics)的科普读本.该书用大量生动有趣的实例，揭

露了当时美国社会中一些利用数字和数据造假的现象，引起了极大反响. 书中提出的统计陷

阱的例子，比如样本选择偏差、平均数的选择以及相关性的滥用等,在现今的生活中仍然十分

常见.该书自 1954 年出版至今，多次重印，被译为多种文字，影响深远，光在国内出版的中译

名就有《统计陷阱》《统计数字会撒谎》《怎能利用统计撒谎》和《别让统计数字骗了你》等.

在日常的经济生活中，我们将接触到越来越多的统计数据和资料,例如各种证券信息、投资可

行性研究报告、公司财务报告等，这些资料和数据如何去伪存真，如何进行鉴别？没有很好的

统计思维，就很有可能陷入那些精心炮制的数据陷阱之中，从而得出有失偏颇的结论.

下面我们将通过统计学里一个有名的辛普森悖论来说明统计是如何“撒谎”的.

什么是辛普森悖论

当人们尝试探究两种变量是否具有相关性的时候，比如新生录取率与性别，报酬与性别

等，会分别对之进行分组研究. 辛普森悖论是在这种研究中，在某些前提下有时会产生的一种

现象，即在分组比较中都占优势的一方，在总评中反而会是失势的一方. 该现象于 20 世纪初

就有人讨论，但一直到 1951年英国统计学家辛普森(Edward H.Simpson,1922一 )在他发表

的论文中该现象才算正式被描述和解释.后来就以他的名字命名该悖论.

我们通过一个虚构的简单例子来说明什么是辛普森悖论. 一所高校的两个学院，分别是

法学院和商学院.人们怀疑这两个学院在新生招生中有性别歧视.

如表 3.1 所示，无论在法学院还是在商学院，女生的录取比例都高于男生，由此可以推断
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第三章 多维随机变量及其分布

学校在招生时更倾向于招女生吗？但是，如果将两个学院的数据汇总，结果如表 3.2 所示，却

发现女生的总体录取率实际上比男生要低.

表 3.1 各学院录取率

表 3.2 总体录取率

法学院男生 法学院女生 商学院男生 商学院女生

录取人数 8 51 201 92

未录取人数 45 101 50 9

录取率/% 15.1 33.6 80.1 91.1

男生 女生

录取人数 209 143

未录取入数 95 110

录取率/% 68.8 56.5

上面的例子说明简单地将分组数据相加汇总有时并不能反映真实的整体情况. 这种看起

来“自相矛盾”的情况是怎么发生的呢？就这个例子来说，导致辛普森悖论发生一般有两个

前提.

第一，两个分组的录取率相差很大，即法学院录取率很低，而商学院却很高.另一方面，两

种性别的申请者分布比率相反，即法学院大部分申请者为女性，而商学院大部分申请者为男

性. 结果在数量上来说，拒收率高的法学院拒收了很多的女生，男生虽然有更高的拒收率，但

被拒收的数量却相对不算多. 而录取率很高的商学院虽然有较高的录取比例，但是被拒收的

男生数量相对法学院来说则明显较多.

第二，有潜在因素影响着录取情况，即性别并非是影响录取率高低的唯一因素，甚至可能

是毫无影响的.至于在学院中出现的比率差，可能只是随机因素造成的，又或者是其他因素作

用（如入学成绩）. 刚好出现这种录取比例，使人牵强地误认为这是由性别差异而造成的.

辛普森悖论也可以从数学上解释，即若有

02 02

瓦
'>
瓦， 石〉石，

但并不能保证

+ Ci
〉

02 + 02

61 +由 82 +电
这个结论很初等，我们相信很多同学能给出适当的例子以验证，只是对很多人来说比较“反常

识”而已.

辛普森悖论的重要性在于它揭示了：我们看到的数据并非全貌. 我们不能满足于展示的

数字或图表，需要考虑整个数据生成过程,将所有可能的因素或变量考虑进来以通过它们的联

合分布来研究. 一种更深刻的解释是统计学中的因果推断. 一旦我们理解了数据产生的机制,
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本章总结

我们就能从图表之外的角度来考虑问题，找到其他影响因素. 如果两个统计变量 X 与 F 之

间存在因果关系，那么这种因果关系存在三个可能，要么是x 导致 y,要么是 y 导致 x,或
者存在一个共同的原因 z,同时导致了x与 y.

本章总结

多项分布

二元正态分布

均匀分布
常见多维随机变量分布

多元正态分布,

卷积公式__
二TTTl 随机变量的和的分布
再生性 I

随机变量的商的分布 函数变换

最大值和最小值的分布,

联合分布律分解

联合概率密度函数分解］相互独立
联合分布函数分双 但安性.

两两独立,

直观定义

图 3.10 第三章知识点结构图

重点概念总结

取有限个值的二维离散型随机变量

的分布律一般用矩形表格来表示,

由此可以方便获得边缘分布和条件

分布.

如果 (x,y)服从二元正态分布，那

么唯一确定的两个边缘分布都是正

态分布，反之，边缘分布不能唯一确

定联合分布.

计算有关事件概率的难点是计算二

重积分，计算二维随机变量的函数分

布的关键之一是二重积分中的变量

代换.

为了求出 g(X,P)的密度函数，可以

令 U = g{x,y\V = m应 j)，先求
出 U(X,YlV(X,Y)的联合密度函

数，然后对其中一个变量积分获得另

一个变量的密度函数.

利用条件密度函数、边缘密度函数和

联合密度函数三者之间的关系计算

联合密度函数或边缘密度函数.

两个随机变量相互独立是指：任取

与 x 有关的事件 z 以及与 y 有

关的事件 B,则事件 4月 相互独

立，由此来理解随机变量独立的定义

以及计算有关的概率.
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第三章 多维随机变量及其分布

习 题

1.箱中装有 6 个球，其中红、白、黑球的个数分别为 1,2,3.现从箱中随机地取出 2个球,

记 x 为取出的红球个数，y 为取出的白球个数.求随机变量（x,y）的联合分布函数.

2.袋中有一个红球，两个黑球，三个白球，现有放回地从袋中取两次，每次取一球，以 x,K

z分别表示两次取球的红、黑、白球的个数.
求 P（X = 1|Z = O）;

（2）求二维随机变量（x,y）的联合分布函数.

3.将同一硬币连续掷三次，以 x 表示在三次中出现正面的次数，以 y 表示三次中出现的
正面次数和出现的反面次数之差的绝对值.试写出 x 和 y的联合分布律.

4.现有某种产品 100 个，其中一、二、三等品分别为 80,10,10个,现从中随机抽取一个产

品，记

f 1, 抽到一等品， V 1 1, 抽到二等品，
[ 0, 其他， [ 0, 其他，

求（X1,X2）的联合分布律.

5.设二维随机向量的联合分布律为

y X
-i 1

-1 0.2 b

1 a 0.3

己知事件｛X = -1｝和｛X+Y = 0）相互独立，求 a,b.

6. 设某射手每次射中目标的概率为 P（0 V p< 1）,射击进行到第二次射中目标为止，X表

示第一次射中目标所进行的射击次数，y 表示第二次射中目标所进行的射击次数.

（1）求二维随机变量（x,y）的联合分布律；

（2）求 x 和 y的边缘分布.

7.从 1,2,3,4 四个数中任取一个数，记为 X,再从 1到 x 中任取一个数，记为 y ,求事

件｛y = 2｝发生的概率.

8.设二维随机变量（x,y）服从正态分布 n（i,0,1,1,o）, 求 p（xy -y< o）.
9.设二维随机变量（x,y）的联合分布函数为

g）= + arctanc）（c+ arctany' %,g 陂.

确定常数 a,b,c;

（2）求尸（x>o,y >0）；
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求 x 和 y的边缘密度函数.

习题

io.设二维随机变量（x,y）的密度函数为

coszcosy,

I 。，
（i）试求（x,y）的分布函数；

0 < / <冗/2,0 <y< n/2,

其他.

求概率 P(0 <X < 71/4,n/4 <y<冗/2).

11.设二维随机变量 的密度函数为

eT 0<y < x,

0, 其他.

求条件密度函数 /y|x（引力

（2）求条件概率 P（X 1平 1）.

=

12.设二维随机变量（x,y）的密度函数为

“劣⑼ =—2*2+2陷一吸 3,g）e^2.

求常数 A 及条件密度函数 /y|x（M0.

13. 设二维随机变量（X.Y）的密度函数为

4r2, 0 < \x\ < y <

0, 其他.

求常数 A 及条件概率 P（X 0.25|Y = 0.5）.

14.设随机变量x与y相互独立,且x服从标准正态分布 n（o,1）, y的分布律为 p（y =

o）= p（y = i）= 1,求随机变量z=xy的分布函数.
15.设x和 y是相互独立的随机变量，x n（o,4）, y

~ n（o,苏），
其中 0心z> o为常

数.引入随机变量

zj，
[ o, x〉y.

求z的分布律.

/3,妨 =

设二维随机变量（x,y）的密度函数为16.

=

求 c的值；

求（X,y）落在圆｛（a,妨 ：c2 + y2 w /2｝求< R）内的概率.

C(R - 2 + V2), /2 +g2 V a2,

0, /2 +力》r2
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17. 设（x,y）是二维随机变量,x 的边缘密度函数为
,/ 、 / 3/,。< 力 < 1,
fx（x）= <[ 0, 其他，

在给定X =I（0 <3< 1）的条件下,Y 的条件密度函数为
3g2
—z-, 0 < g <

fy\x（y\^ = x

0, 其他.

（I）求（X,y）的联合密度函数 /34）；
求 y 的边缘密度函数 入他）.

18. 设随机变量 x 的密度函数为 fx = 既一"（0,8）（c），而随机变量 y 服从（o,x）上的

均匀分布，求

（x,y）的联合分布函数；

（2）随机变量 y 的分布函数.

19. 设在 X = / 的条件下，Y 服从参数为 2 的泊松分布，己知 X 服从参数为 1 的指数分

布，求 y 的分布律.

20. 设（X,y）是矩形｛（应妨 ：0≤N≤2,0≤g≤2｝上的均匀分布，求随机变量 Z =

|X-Y|的密度函数.

21. 设（X,y）在区域 G 上服从均匀分布，G由1 — g = 0,i + g = 2 与 g = 0 围成.试求

边缘密度函数 /x
（2）条件密度函数 fx\Y^\y）.

22. 设随机向量（X,Y）服从区域 D内的均匀分布,其中 D是由直线 g = N,c = 0,g = l 所

围成的区域，试求

（X,y）的联合密度函数 /34）；

（x,y）的边缘密度函数 九⑶ 和％®）；

（3）条件密度函数〃x切功；

（4）P（X =力

23. 设（X,V）服从矩形｛（对9）：0≤c≤2,0≤g≤l｝内的均匀分布，记

u=[ °， X" 昨（ o， x≤ 2K
[ 1, x>k [ 1, x>2K

求（U,V）的联合分布函数.

24. 从一副扑克牌（共52 张）中任取13张，以X 和V分别记其中的黑桃和红桃张数.试求:

（1）（x,y）的联合概率质量函数；

（2）己知取出的只有一张黑桃，求此时 y 的条件概率分布.
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习题

25. 假设有 n (n 3) 个不同的盒子与 m 个相同的小球，每个小球独立地以概率 pk 落入

第 k 个盒子 (k=1,2,・- m).分别以 Xi,X2,・・・ 表示落入各个盒子的球数.试求

(Xi,X2,…，X九)的联合分布函数;

(2)Xk 的边缘分布函数，其中 k = 1,2,… ，场

(3)(X，X2)的边缘分布函数；

(4)在 Xi =小1 的条件下，(X2,X3,…，X。)的条件分布函数.

26. 设随机变量 X 与 V 相互独立，X 的概率分布为

P(X =，)= ：, 分 = -1,0,1,
O

y 的密度函数为 评⑼ =|1'
记 z = x + y.

[ 0, 其他，

p(z.x = o)；
(2)求 Z的密度函数.

27. 设随机变量 x 与 y 相互独立，x服从参数为 I的指数分布，y 服从标准正态分布，求
(X, YI) 的联合密度函数.

28. 设某班车起点站上客人数X 服从参数为 A(A > 0)的泊松分布，每位乘客在中途下车的

概率为 p(0< p< I),且中途下车与否相互独立.以 Y 表示中途下车的人数，求

(1)在发车时，有九个乘客的条件下，中途有 m 个人下车的概率；

(2)二维随机变量(X.Y)的概率分布.

29. 设 X N(血产)，y 2(1,0), 且随机变量 X,Y 相互独立.求 XY的分布.

30. 设 X,y 是两个相互独立的随机变量，x 在 (O,I)上服从均匀分布，y 的密度函数为

|0, g 0.

(1)求(x,y)的联合密度函数；

(2)求二次方程 q2 + 2Xq + Y = 0 有实根的概率.

31. 设 (x,y,z)服从单位球｛(2,%z)：/ + g2 + 22 1｝内的均匀分布，试求 x 的边缘
分布.

32. 设随机变量 x,y 的分布律分别为

X 0 1

1 1

2 2

y -i 0 1

i 1 1p
4 2 4

且 P(XY = 0)= 1.
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第三章 多维随机变量及其分布

求(x,y) 的联合分布；
(2)问 x,y 是否独立.

33. 连续地掷一颗均匀的骰子，直到出现点数大于 2 为止，以 X 表示掷骰子的次数，以 Y
表示最后一次掷出的点数.

(1)求二维随机变量(x,y)的联合分布以及 x,y 的边缘分布；
(2)问 x 和 y 是否相互独立.

34. 令 X 和 y 为独立的离散型随机变量，且在｛0,1,•・・ ,K- 1｝上均匀分布，考虑

Z九三X+ nV(mod K),

研究 Zn 的独立性和两两独立性.
35. 设(X,y)的联合密度函数为

/(必妨 =

求系数 A
x 与 y 是否独立；

z = x+ y 的密度函数乃
试求 p(x > o.5|x+ y = i).

检-(3升4* > 0,7/ > 0,

0, 其他.

36. 设随机向量 (X,y) 服从｛(n,v): w+对 IJn — 对 1｝内的均匀分布,

(1)试求出 x 和 y 的边缘分布；
(2)x 和 y 是否相互独立？

(3)求在 x =1 (o< c v 1)时，y 的条件密度函数.

37. 设(x,y)的联合密度函数为

/0,妨 = <
0.25(1 + ^),

0,

(I)求给定 x =1时，y 的条件密度函数;
证明 X2 和产相互独立.

38. 设随机变量 x,y 的分布律分别为

罔<1, \y\ <1,

其他.

X 0 1 y -1 0 1

P 1 2 1 1 1

3 3 3 3 3

且 P(x2 =H) = i. 求*

(1) (x,y)的联合分布；

(2) z = xy 的概率分布.
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习题

39.设(X,Y)服从正方形｛(gg):|引+|g| 1｝内的均匀分布,

(1)求 X 与 Y 的边缘分布；

(2)问 X,y 是否相互独立？

40.设随机向量(X,y)的密度函数为

3/, 0 < x < < y < x,

0, 其他.

(1)求x与 y的边缘密度函数；
(2)问 X 与 Y 是否相互独立？

(3)计算 P(X+Y

=

41.设(X,y)的联合分布函数为

筋 、 J / >0,心 0,
F｛x,y)= < 1+ U

[ 0, 其他.

(1)求 X,Y 的边缘分布函数 Fx(x)和 Fy(g);

求(X,Y)的联合密度函数 以及边缘密度函数 /xQ)，左⑼；

(3)验证 X,Y 是否相互独立.

设随机向量(X,KZ)的联合密度函数为

=
(8R3)-1(1 - sinxsinysinz),

0,

证明：x,y,z两两独立但不相互独立.

0 2冗,

其他.

设随机向量(x,y)的密度函数为43.

/(")= 宁，⑶<1，加 <1，
0, 其他.

证明：x,y不独立但是 x2,y2 是相互独立的.

44* 设连续型随机变量 x-a0，y为取有限值的离散型随机变量，且 x,y相互独立.
(1)求z=x+y的分布.由此回答随机变量z是否为连续型的？

W =XY 的分布，问 W 是不是连续型随机变量？以 X N(ne2),y 26(1,0)
为例求出 W 具体的分布.

45.* 在长度为 1的线段上任取两点，把线段分为 3段，求这 3条线段能组成三角形的概率.
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46.* 设随机变量 X 的密度函数为 /（c），令

（1）求随机变量 y 的分布函数；

（2）随机变量 Y 的分布有什么特点?

X < a,

a X < b,

X^b.

47.* 设（X,y）~n（如%吐登,p）,证明: 存在常数 a使 x + bKX- by 相互独立.

48.* 设（X,Y） N（0, 0,1,1,p）,证明

（1）随机变量 x 与随机变量 z = y
二 相互独立;
1P2

（2）利用 的结论证明

P(XY< 0)= 1 — 2P(X> 0,F〉0)= 71一1 arccos p. (3.28)

49.*（多项分布）设 Ai,/?, •・・ ,4九 是样本空间上的一个完备事件群，即44 =0"# 其

和为必然事件，记 P（4）= 0"=1,2,…，71，则0 +/+，••+外 = 1. 由上面知,
在一次试验中，事件 AUA2,-- ,An 必然发生一个且仅发生一个.现在把该试验独立重

复 N 次，以 记事件 从 出现的次数"= 1,2,…，a 则称（Xi,X2,…，X。）服从多

项分布，记为

（X1,X2，…，Xn）2M

其中 Xi + X2 + • • • + Xn = N, 证明：

(M,X/,Z)在给定 Xi = Ni 的条件下服从三项分布 M(N — M,卢^,严一\ 1- Pi 1- pi

1 — 其中 1 Z = N — N— X% — X/；
(2) 设 1 7 < n, 则

(Xi + X2 + • • • + X,)~ B(N)pi + 02 +…+ P,).
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学习目标

口理解数学期望、中位数、方差、协方差和相关系数等随机变量的数字特征是一些

数，它们从不同的侧面反映了随机变量的取值规律

熟悉期望、方差、协方差和相关系数等数字特征的性质，并能用这些性质来计算

它们

理解条件期望的定义，了解条件期望的平滑公式

理解马尔可夫不等式，该公式在许多方面有重要应用

理解独立和不相关之间的关系

理解大数定律和中心极限定理这两个普适性的规律

4.1 数学期望和中位数

在前几章,我们讨论了随机变量的概率分布,分布是对随机变量概率特性的最完整和全面

的刻画，而本章要讨论的数字特征是对随机变量（或它的分布）某一方面特性的刻画.

例如，考虑某种大批生产的元件寿命，如果知道了它的概率分布就可以知道元件寿命在任

一指定界限内的概率，这对元件寿命提供了一幅完整的图景，如下文所述，根据这一分布就可以

计算元件的平均寿命 也 川 这个数虽然不能对元件寿命状况提供一个完整的刻画，但却在一个

重要方面，且往往是人们最为关心的方面，刻画了元件寿命的状况，因而在应用上有极重要的意

义. 类似的情况很多，例如，一个学生的学习绩点反映了该学生非常重要的学业成绩，这给我们

一个总的学业印象.至于成绩的具体情况，除非为了特殊的目的，反而没有必要去仔细研究了.

另一类重要的数字特征,是衡量一个随机变量（或其分布）取值的散布程度或风险的大小.

例如，一个行业中两个不同企业员工的平均收入大体相近，但一个企业员工收入差距不大，另

一个差距较大，这对毕业学生如何选择就业单位是一种考验；糖尿病患者不仅要看血糖高低，

还要看 24 h 内血糖的波动大小.

其他重要的数字特征还有中位数（median）、众数（mode）、矩、协方差、相关系数、增等.

简单易用是这些数字特征最明显的特点. 在处理较为复杂的随机变量时，特别是分布函数的

计算较为困难的时候，这里给出的数字特征有着分布函数无法替代的优势.

视频 扫描视频 12 的二维码观看关于随机变量的数字特征的讲解.
的数字特征

下面我们一一讨论.

视频12 随机变量



第四章 随机变量的数字特征和极限定理

4.1.1 数学期望和中位数

回到第一章46两个赌徒的赌资如何分配问题.规则是 5局 3 胜，现在因故只进行了 3

局，Z胜 2局，6胜 1局，问赌本如何分才比较合理.一种较为合理的分法是设想继续赌下去,

直到赌满 5局为止，己经算出 A 有 3/4的机会取胜，B有 1/4的机会取胜，故在此情况下，A

能“期望”得至I」的赌资应当为 300 x 3/4+0x 1/4 = 225(元)，B的为 300 x 1/4+0 x 3/4 = 75

(元).如果引入随机变量 X,它的值表示赌下去 A 的最终所得，那么我们有

0 300

4 4

因此 A 的“期望值”等于 X 的可能取值与对应概率乘积之和，即取值的加权平均. 这就是

“数学期望”(简称期望)名词的由来. 该名词源于赌博，听起来不太通俗易懂，本不是一个很

恰当的命名，例如保险中的“期望寿命”就是平均寿命.但是它在概率论中己源远久长，获得

大家公认，也就站稳了脚跟，另一个名词“均值”形象易凰 也很常用.

数学上，离散型随机变量的数学期望的定义为取值的“加权平均”：

定义 4.1 离散型随机变量的期望

设随机变量 X 为离散型随机变量，其分布律为 P(X =以)= pk, 如果

£ \xk\Pk < oo, (4-1)

那么称

E(X)= 卜0生

心》1

(4.2)

为随机变量 X 的数学期望 (expectation),简称期望.

*
视频 扫描视频 13 的二维码观看关于随机变量的数学期望的讲解.

@ 注 (1)如果随机变量 X 只取有限个值，那么期望就是关于心,k= 1,2,一 •，九 的加权平

淋整月 均，权就是概率 Pl,02,�一 ，Pn. 此时数学期望也必然存在.

(2) 绝对收敛条件 (4.1)是保证期望 (4.2) 收敛，在微积分中，我们知道条件收敛级数在

适当改变级数中项的次序后可以收敛到任一实数，但是绝对收敛能保证期望收敛到唯一的数,
视频13 随机变量
的数学期望

与 0的排列次序无关，这是符合常识的.

(3)数学期望常称为“随机变量取值的平均值”，这里是指的加权平均. 由概率的统计定

义，容易给出均值这个名词的一个自然解释.假设把试验独立重复 N 次，每次把 X 的有限个

取值知%…收九 记录下来，设取到 斜次 =12 的次数分别为 NiN,…，Nn,则
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4.1 数学期望和中位数

X 取值的平均 X 为

k=l

注意到 Nk/N 是事件 X = xk 发生的频率，由概率的统计定义，当 N 充分大时，频率 NkIN
很接近概率 pg 这就是说，随机变量 X 的数学期望不是别的，正是在大量独立重复试验下，X

在试验中取值的平均.

例4.1 设随机变量 X 的分布律为

部
z= 1,2,…，

证明X 的数学期望不存在.

证 由于

因此 X 的数学期望不存在. 而尽管按照自然顺序求和可得

8 亦 1
8 1

£(一球，-=e(-吃=-山 2・
k=1 府=1

但是事实上，通过改变级数中项的顺序此级数值可以为任意值！ 这与希望期望为固定的

数相悖，因此也说明了期望定义中绝对收敛条件就是为了保证级数值不依赖于其求和项的

顺序.

例4.2 设离散型随机变量 X 的概率分布为

3 1
P(X = k) = 5^ (O#k€Z), P(X = 0) = 5，

证明其期望不存在.

证 容易验证

s p(xs)=:(它卷 + E 卷)+)1,
同时，

玄2昨一岗+3)
此级数发散，因此 X 的期望不存在.

对连续型随机变量,加权平均等价为加权积分：
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第四章 随机变量的数字特征和极限定理

定义 4.2 连续型随机变量的期望

设 x /(/)，如果 /

/同 < 00 (4.3)

(常表示为 颐|X|) < 00),那么称

E(X) =/ xf(x)dx (4.4)

为连续型随机变量的数学期望，简称期望.否则称不存在数学期望. 这里绝对可积条件

(4.3) 是保证期望有确定的值，即存在的条件.

注 (1)在离散场合，把概率勿 视为直线上点 xk 处的质量，则期望就是该物体的质心.

在连续场合，把 /(c)视为线密度，则期望就是该直线的质心.

(2)如果随机变量 x,y 有相同的分布，那么从期望的定义看出它们的期望是一样的. 如
果随机变量 Xi,X2,…，X九

的分布都相同，我们称它们为同分布的 (identical),此时e(XQ =

E(X2) =…=e(X") . 如果它们不仅有相同的分布，而且相互独立，那么称 Xi,X2,…，X沱
是相互独立有相同分布的 (independent and identically distributed, 简写为 i.i.d.) 随机变量.

例4.3 某场考试中，有一大题是选择题.每一小题的 4个答案中只有一个是正确的，若规

定选对得 2 分，不选得 0 分，选错扣 1 分，当有一题你没有把握选择时，你应该不选还是任选

一个答案？

解令X 表示随机选择答案后的得分，则 X 的分布为

T 2-所以由期望的定义，

3 1 1

E(X) = (-l)x-+2x- = --,

而不选得 0 分.所以在这个规则下，没有把握答题时，以不选为最好策略. 口

例4.4 设 X P(A), 求 E(X).

解 由离散型随机变量期望的定义，有
oo 、k 00

矶X) = £kef初一
fc=O k=l

即参数 A 是泊松分布的期望.

例4.5 设 X NQ«2), 求 e(x).

解 由连续型随机变量期望的定义，有
(8 1

\ fc—1 8 \k

、()一了名工厂，
'
， k=0
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4.1 数学期望和中位数

1

7^
(cr力+ ,把一彳dt =以

力 一 从

a
即参数 4 是正态随机变量的期望.

例4.6 设*~/(6)，其中

/3=
71(1 + 22)，

‘€见

称为柯西分布.证明：柯西分布的期望不存在.

证 因为
/8 2 /8 1
/ \x\f(x)dx = — / —― = oo,J —oc n Jo 1+1

所以柯西分布的期望不存在.

注 (期望是一个数)由期望的定义知道，它由分布完全确定，故可以说是分布的期望或密

度的期望. 这可能会被误解为必须知道随机变量的分布才能计算它的期望，这话不完全确切.

在应用中，我们很难确切知道有关随机变量的分布，甚至也难于对分布的类型提出合理的假

定，但是有相当的根据(经验或理论)对期望提出一些假定，甚至有不少了解，例如我们可能比

较确切地知道某行业的平均工资、某地区的平均人口密度，而对工资分布情况或地区人口具

体分布情况并不清楚. 当需要通过观察或试验取得数据来估计随机变量的期望时，要比估计

随机变量分布更容易和确切，因为期望是一个数，而分布是一个函数.

性质 数学期望的性质

首先容易看出，常数 C 的期望 (均值)仍是 C. 下面讨论的性质中假设期望均存在，贝亚

(1)(期望的线性性) 若干个随机变量和的期望等于每个随机变量期望的和. 用公式写出

即为，若 E(XQ,k = 1,2,… ，几 存在，则
n

石(Xi + X2+…+Xn) =£E(X) (4.5)
o=1

值得注意的是，期望的线性性质不需要对随机变量之间的关联附加任何限制，具有很好的普

适性.

我们仅对两个离散型随机变量之和来证明.

设 p(x =如y= %)=0物 分" = 1,2,…，则

石(Xi + X2) =£(g + =£ g% +£ yjP・j
3， £ 3

= E(X) + E(y),

稍稍推广一下，可以看出只要每个随机变量的期望存在，则 n 个随机变量的线性组合的期望
等于随机变量期望的线性组合.

127



第四章 随机变量的数字特征和极限定理

例4.7 设X B(a0), 求 E(X).

解 若设 Xi = IAi4 = 1,2,…，％ 其中 4 =｛事件 A 在第 i次发生｝,由二项分布的定

义，X = Xi+X2 +・・・+ Xm 由于 容易得到 石(羽)=，与 分无关.由性质(1),

石(X)= E(X0 + E(X2)+…+ E(XV = np. 口

当然，本题也可以用期望的定义来解，但是没有这样简单了. 注意到性质 (1)中，没有要

求随机变量之间相互独立. 利用同分布随机变量有相同的期望，有些场合下我们可以简化期

望的计算.

例 4.8 设彩票 33 个红色球中的 6 个中奖号码为 Xi < X2 < ••• < X6, 求 石(m)工 =
1,2,… ，6.

解 令匕 =Xi-l,K = X, — X」i-1,E = 2,3,4,5,6,以及匕= 33- X6,匕 表示两个

相邻开奖号码的间隔. 直观上看 h，分 = 1,2,-.. ,7 应该是同分布的，因为 P(h = k) 没有理
由比 P(与 = 心) 大或小(可以用超几何分布证明 P(K = k) 与分 无关). 所以它们的期望相同,
注意到

E

两边取期望，利用同分布随机变量的期望相同得

7F(b)= 27,

故

分 = 1,2,• • • ,6.

27
石(Xi) = 1+尸 = 4.86,

E(X^=E^i=^
例 4.9(负二项分布的期望) 设随机变量 Xt 服从参数为 (a0)的负二项分布，求 XT的

期望.

解 因为负二项分布与几何分布间存在如下对应:

X7=h+6+…+k,

r

P
*1(1—靖一『

其中｛K｝为独立同分布的随机变量，均服从几何分布 Ge(p), 所以
E(X7) =石(匕+坊 + •••+匕)

T
= E(匕)+E (K) +…+石(x)= 一.

如下的直接计算相对麻烦：

e⑸=£《二:卜(1- P)1
k=r ' /
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4.1 数学期望和中位数

这里利用如下泰勒 (Taylor) 展开公式：

设 \x\ <1,则

a-6厂(e)= t(：卜丁
k=r'

在上面公式中取c=1—0 即得.

若 Xi,X2 是相互独立的随机变量，且 E(Xi),E(X2)存在，则

E(X1X2)= E(X1)E(X2),

这里我们仅验证连续型随机变量情形，Xk �九(0次= 1,2,由独立性和期望的定义,

E(X1X2) = 2/(Nl,%2)dNidl2〃劣逆2/l(g)/2(12)dgd%2

/1/101)如 / N2/2(N2)dl2 = E(X1)E(X2),

另夕卜，只要 E(XQ,k = 1,2,・・•，九 存在，本性质可以毫无困难地推广到 n 个相互独立随机变
量的乘积，即

71

(4.6)
k=l

上述结论还可以推广到 n 个随机变量函数的期望，即

(3)设 X 为一个 n 维随机变量，有分布函数 FxQ), h = g(X) 为 m 维随机变量且分
布函数为 fr®), 若 Y 的各分量存在期望，则

E(Y)=/ ydFY{y)= / p(x)dFx(x) (4.7)

( ^g(x)P(X = x1 X为离散型，
=| / g{x)fx^x, X为连续型.

L"

I v/峻

这里，随机向量 Y的期望是指它的每一个分量都取期望.特另l 若 c 为常数，则 E(cX) =
cE(X).这一性质在应用中非常方便.由于映射 G 一般都比较复杂，先计算出 Y的分布再求
其期望往往比较烦琐，而利用该性质只需在 X 的分布下直接计算.该性质的严格证明需要用

到测度论的知识，参见 (张颖，2018). 此处我们验证连续型随机变量在单调变换场合的结论.
设 V = g(X), X /x, g 为股 上的严格单调增函数，反函数 g-i 连续可导，则由密度函数变
换公式知

E(y) =/ yfy(y)<iy

= J 但肃
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g(c)/x(N)d/・

例 4.10 设 X ［/(-1,1), 求 石⑵X|).

解 由性质 (3),

E(2|X|) = 2 / \|/|d/ = 2 / xdx = 1.
/—1 2 J。

X》工 则 E(X) E(Y).
这几条性质无论在理论上还是在应用上都有重要意义.

4.1.2 条件数学期望 (条件期望)

与条件分布的定义类似，随机变量的条件期望就是在给定某种附加条件下的数学期望.

对统计学和随机过程来说，最重要的情况就是在随机向量 (x,y)中，给定随机变量 x 的

取值 X =I时 Y 的条件期望.例如，人的基本健康状况可以用身高(H)、体重(W)组成的

随机向量(H,W) 来表达，给定一个人的身高 H = 无时，求得的平均体重就是条件数学期望,
简称条件期望.通常用 E(Y|X = 2)表示，也可以简化记为 E(Y

对离散型随机变量X 和 KX 取值于｛的,方,…也身，Y 取值于｛以用2,… ，如小.考虑

事件｛Y = 班｝,在这个条件下，X 的概率分布会发生变化，

当固定 然，0变化时，该概率分布即为条件分布，记作

IV — \ —
P(X — Xi, Y = %) • _ 1 oP (X = Xi \ Y = yQ =
「(y — g.) , z = 1, 2, • • ‘ ，n. .

这个条件分布中包含了 y 所提供的先验信息，并将该信息代入到了期望的计算，
n

e(X|Y =四)=egP(X = Xi \ Y = yk).
c=1

对连续型随机变量 (x,y) 六肛切，记给定 x =1时随机变量 y 的条件密度函数为

fY\x(y\x),则

定义 4.3 连续型随机变量的条件期望

设 石(YI) <8,称

E(Y|X = 幻 =/yfy\x｛y\x)dy (4.9)

为给定 x = 4 时随机变量 y 的条件期望.

条件期望有一个很好的物理解释：如果把力|X® 解释为直线 X =I上物体质量的线

密度，那么条件期望就是该直线的质心.
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4.1 数学期望和中位数

如果说条件分布是随机变量(x,y)相依关系在概率上的完全刻画，那么条件期望在一个

很重要的方面刻画了两者之间的关系.它反映了随着 x 取值的变化,y的平均取值如何变化,
这常常是我们所关心的主要内容. 例如，随着个人受教育年限 x 的变化，其平均收入将如何
变化？在统计学上，常把条件期望 e(ym 作为i的函数,称为 y 的“回归函数”，而回归分
析，即关于回归函数的统计研究，构成了统计学的一个重要分支.

由条件期望的定义,e(yw 是I的函数,记为 h3.如果不固定 x 的取值,那么条件期
望 E(Y|X) = mx) 是随机变量 x 的函数，因而是随机变量(这不同于“期望为常数”).对

林X)再取期望，我们有

E(E(Y\X^ = E(无(X))=/
=/ /i(c)d3/ yk\x(yW)dy = "芯)亢 血电

= /gdg/ f(x,y)dx =/ = E(V). (4.10)

可以证明，上述性质对一般类型的随机变量依然成立，这称为条件期望的平滑公式或全期

望公式.实际上，条件期望也是一种期望，因而它具有和期望相同的性质 (1)一(4).

例 4.11 设(X,Y) N(四i,由2,冠，诚,P), 从例 3.14 已经知道，给定 X = 7 时随机变量

Y 的条件分布仍是正态分布，即

V— ~ N(〃2 +
per2cli(力 - 从1),(1 一 p2)4),

从而条件期望为

E(Y|n) = 42+。"0/(c - 41),

这是i的线性函数，当 p> o 时，e(v|z)随 力 增加而增加，即 y 的均值有随 x 的增加而增
加的趋势.

例4.12 (巴格达窃贼问题) 一窃贼被关在有 3 扇门的地牢里，其中 1 号门通向自由.出

这扇门走 3 h 便可以回到地面；2 号门通向另一个地道，走 5 h 将返回到地牢；3 号门通向更
长的地道，走 7 h 也回到地牢.若窃贼每次选择 3 扇门的可能性总相同，求他为获得自由而奔

走的平均时间.

解 设这个窃贼需要走 X h 才能到达地面，并设 Y 代表他每次对 3 扇门的选择情况，Y

各以:的概率取值 1,2,3. 则

3

E(X) 二 E[E(X\Y)] =£E(X|Y = i)P(Y = z),
4=1

注意到 石(X|Y = 1)= 3,E(X|Y = 2) = 5 + E(X), E(X|Y = 3) = 7 + E(X), 所以

E(X) = + 5 + E(X) + 7 + E(X)],
J
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即得到 E(X) = 15.

4.1.3 中位数和众数

我们己经知道，随机变量 X 的数学期望就是它的 (加权)均值，因此从一定意义上来说,

数学期望刻画了随机变量所取之值的“中心位置”.但是，我们也可以用别的数字特征来刻画

随机变量的“中心位置》. 中位数和众数就是这样的数字特征.

定义 4.4 中位数

设随机变量 X FQ), 若存在常数 m, 满足

尸(X m) =1- F(m -0) 1/2, P(X m) = F(m) 1/2,

其中 F(m-0) = P(X<m), 则常数e 称为随机变量 X 的中位数.

显然，中位数可能不唯一.记连续型随机变量 x 的概率密度函数为 /3),当 /(a)> o
时，中位数唯一且满足 F(m) = 1/2或 / f(x)dx = 1/2.

定义 4.5 众数

。若 X 为离散型随机变量，则其概率质量函数最大值对应的随机变量的取值称为

众数，记为 馆办

。若 X 为连续型随机变量，X /(N),则使 了(2) 达到最大值的 C 称为众数，记为

W. *
众数可能不唯一.若 X 的密度函数 /3)有唯一的极大值点，则称该密度函数是单峰的.

如正态分布随机变量的密度函数是单峰的.

例 4.13 有一个小型企业有较好的发展前景，所以想扩大生产和再招募 5 个工人. 企业

的人员组成和酬金分别为 1个老板 (3 万元/月)、1 个合伙人 (2万元/月)、3个技术员 (1万

元/人月)、6 个熟练工人 (6 000 元/人月)、7个非熟练工人 (4 000 元/人月).招聘人员在人

才市场发的宣传品上声称：本企业有良好的发展前景，且全企业平均工资为 8 000 元/月. 在

这样的宣传下，企业招聘到了 5 个工人.但到发工资那天，新招聘来的工人发现他们仅仅拿到

4 000元，很不满意，说他们调查了所有工人，没有人拿到 8 000 元,所以企业欺骗了他们.老板

说自己没有欺骗他们，在招聘的时候，按数据全企业的平均工资就是 8 000 元，中位数是 6 000

元，他们拿到的是众数！

本例说明了中位数、期望(均值)和众数不是一回事，本例的数据不符合两头小、中间大

的情况. 一般来说，一个行业或企业工资的分布是不对称的，总是低工资的人多，高工资的人

少，用均值来衡量一个行业或企业的工资水平是不科学的，而中位数是比较合理的.在数据分

布对称的情况下，期望(均值)就能较好地反映这点.由此可知使用期望(均值)要慎重！
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中位数与期望比较还有一个优点，即它总是存在的，而期望不是对任何随机变量都存在,

例如，柯西分布的期望不存在.另外中位数在数据处理中不受少量特大值或特小值的影响.

数学期望、中位数和众数称为随机变量的位置参数,它们刻画了随机变量的数学期望、一

半概率值和密度函数最大值的位置.

例4.14 设随机变量 X 5(1,0.5),求 X 的中位数.

解因为 X 的分布函数为

( n 0,

FQ)={ 0.5, 0 < / < 1,

[ 1, 》1,

由中位数的定义知区间 (0,1) 内的每一个数都是 X 的中位数，所以此例说明中位数可以不

唯一. 口

例4.15 设随机变量 X服从对数正态分布，即 InX N(从曾2),求 X的期望、中位数和

众数.

解 由题设，则易知对数正态分布变量 X 的概率密度函数为

/xW)= j exp
Qn 卜(0g)

xy2ncf ( za j

因此期望为

E(X)=广极3而=/\/亲exp{1回芳
1 广0 f l(lnc —〃)2

/2ro2 Jo
1 /8

V^na2 J-oc

J-88
=exp“+
=exp{〃+

对中位数 m,由

1
—2 =

知 1nm —川=0 即 m = exp{//}.

对众数 小心 由 dIn*) =
ax

cxp\ 2 产

exp{—^户}oexp{〃+(rt}dt
cp{-；(土之 - 2at+ cr2)|exp{〃+|cr2|di

4乙m exp卜/一叫a

4
P(X m)= P(lnX Inm)

P(lnX — /z Inm — /1)

0,立得 ma = exp{从 — a2}.
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综上，我们有如下注释.

@ 注 (1)中位数的物理意义是一条质量为 1的线物体一半质量的位置，它的几何意义为密

度函数曲线下方与 x 轴之间面积为 1/2 的横坐标位置.

(2)中位数可以不唯一，此时构成一个区间.

(3)在密度函数非对称的情况下，中位数与期望一般不重合，有时候更能反映数据分布的

特点.如图 4.1 中所示两个不同参数下的对数正态分布的期望、众数和中位数之间的关系.

中位数的定义是如下 p分位数定义的特例:

定义 4.6 p 分位数

设 0 < p<1,称 Qp 是随机变量 X 的 p分位数，是指

尸(X Qp) p, P(X Qp) 1-p.

注意，由于密度函数大于零的连续型随机变量的分位数唯一,此时上述定义中两个不等式

化为一个等式 P(X Qp)= p.当 p = 0.25, 0.5, 0.75 时，称分位数 Q0.25, Qo.5, Qo.75 为四分

位数，它们把 X 的取值分为概率相同的四段，而称 lQR(X) = Q0.75 - Qo.25 为内四分位距
(interquartile range). 当 p恰好取百分比例时，得到的分位数称为百分位数.

例4.16 设 X N342), 求 x 的内四分位距 /QR(X) .

解 记 X 的 p 分位数为 Qj(p), 则由 )上 1) 知

P = P(x Qf3)= P(三 Q"'式? - ,

因此
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Qn,ct(p) = cQo,i(0)+从.

因此，由 /QH(X)的定义并计算知

4.2 方差和矩

4.2.1 方差和标准差

现转到另一类随机变量数字特征的刻画，即随机变量在位置参数附近散布程度的数字特

征，其中最重要的是方差.

设随机变量 X的期望为e(X)=也 在试验中，X 的取值当然不一定恰好是出而会有所
偏离，偏离的量 X- 4本身也是随机的.我们希望取这个偏离 X -4 的某个代表性数字来刻
画这种散布程度.由于 E(x-4)= 0,故无法用来刻画散布程度，主要是随机变量在期望上下

波动，取期望就抵消了这种上下波动，为了避免正负波动彼此抵消，一种自然处理方法是使用

波动 X-4绝对值的平均，即 E|X-T，称为平均绝对偏差，但是计算上不方便.另外一种常
用处理方法是使用平方代替绝对值以方便计算，即用 E(X- 4)2 来刻画散布程度，称为方差.

例4.17 甲、乙两人的射击水平如下所示：

甲击中环数 8 9 10 乙击中环数 8 9 10

概率 0.3 0.1 0.6 概率 0.2 0.5 0.3

试问两人谁的水平更稳定？

解 易知两人每次射击的期望击中环数分别为 9.3 和 9.1, 因此，自然的做法就是假如两

人射击 N 次，其中各环的击中次数分别用 Ni,N2,N3 表示，则比较他们总的偏离均值量的平
方和：

Ni(8 - 9.3产+-(9- 9.3产+ %(10 - 9.3)2 = 0.81N,

M(8- 9.1)2 +风(9 - 9.1猿 +岫(10 - 9.1)2 = 0.497V.

所以乙的水平更稳定.值得注意的是，上述等式两边同时除以 N,利用概率的频率定义知道

0.3(8 - 9.3产 + 0」(9 - 9.3产 十 o.6(io - 9.3)2 = 0.81,

0.2(8 - 9.1)2 + 0.5(9 - 9.1)2 + 0.3(10 - 9.1)2 = 0.49.

其完全由分布律决定.
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对一般的随机变量,有

定义 4.7 方差和标准差

设随机变量 X 是平方可积的，即满足 E(X2) <(X),则

M = Var(X) 三 E(X-〃产， (4.11)

o =，Var(X) (4.12)

分别称为随机变量 X 的方差和标准差. 也可以称为随机变量分布函数的方差和标

准差.

方差在理论研究中非常方便使用，主要原因是平方可以展开,但是作为衡量波动程度有个

不方便之处，即它的量纲是数据量纲的平方. 因此，引入标准差 标准差的量纲与数据量纲

相同，可以作比较，所以在应用中经常使用标准差.

方差的这种形式之所以成为刻画随机变量散布程度的最重要的数字特征，原因之一是方

差有一些优良性质.

视频 扫描视频 14 的二维码观看关于随机变量的方差的讲解.

视频14 随机变量
的方差

性质 方差的性质

(1)由期望的线性性质，我们有

Var(X) = 石(X--)2 = E(X2) - 24石(X)+^=码X2)-

这种形式有利于方差的计算，同时由上式可得 E(X2) 阳(X)R

(2)常数的方差为 0,即 Var(c) = 0, 因为常数没有波动.

(3)设 c 为常数，则 Var(cX) = c2Var(X), Var(X + c) = Var(X)・ 这由方差定义容易
推出.

(4)独立随机变量和的方差等于随机变量方差的和，即若 Xi,X2,・・・，Xn 相互独立，则

证 记 E(Xj) =生,

n

= £Var(X》
0=1

i = ,n, 由独立随机变量乘积的性质,

E[(X, — M(Xj — %)]= E(Xi — Ni)E(Xj —均)= 0, i < j.

我们有

n

= E - 从"2 + 2 £(Xe — -为)2=1 i<j
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n

=石 E(k-版)2 + 2TE [(Xe - 46)(Xj- %)]
一4=1J i<j

n n

= EE(Xi-也)2 =£ Var(X^).
，=1 £=1

方差的这条性质是极其重要的性质，与期望的线性性有点类似. 但是在期望性质中，没有

要求随机变量相互独立，而方差的线性性要求随机变量之间相互独立.容易推出，当 Xi,x2,•••,

Xn 相互独立，C1,C2,…，m 为几 个常数时，有

Var c：Var(X€).

当 Xi,X2,…，Xn 为 n 个 i.i.d. 随机变量，Var(X,) =02,d =改 =…=% =l则
n

n

特别注意，当 Xi,X2 相互独立时，Var(Xi—X2)=Var(Xi) + Var(X2), 即独立随机变量
相减时，方差不是减而是加！

年 注 本性质中要求随机变量相互独立的条件可以减弱. 在下面研究随机变量的相关性时,

可以看到随机变量之间相互独立的条件可减弱为各随机变量之间两两不相关.

(5) Var(X) = 0 当且仅当 P(X = c) = 1,其中 c = E(X). 此时，我们称 X 退化到常数
c.对任何常数 c 有，Var(X) E(X — c)2, 其中等号成立当且仅当 c = E(X).

证 如果X 退化到常数 c, 那么石(X)= c, 且有 = c) = 1,故有 E(X-E(X))2 = 0.

反之，如果随机变量 X 满足 E(X - E(X))2 = 0,但是 X 不退化到 E(X), 那么有 P(X =

E(X)) < 1. 则存在 6〉0和 0 V e<1,使得 P(|X — E(X)|〉8)〉％于是 E(X-E(X))2>
解0 导致矛盾，所以 X 必退化到 E(X).

注意到 E(X - c)2 = E[X - E(X) + E(X) - c]2 = Var(X) + [E{X)— c]2, 故可得
Var(X) ≤E(X-c)2, 其中等号成立当且仅当 c = E(X). .

例4.18 设 石(X)=出Var(X) = (r2 >0,记

a

贝U

石(丫)= 0,Var(y) = a~2Var(X) = a~2a2 = 1.

这称为随机变量 X 的标准化，它的特点是没有量纲.我们引入标准化随机变量是为了消
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除由于计量单位的不同而给随机变量带来的影响.例如，我们考察人的身高，那么当然可以以

m 为单位，得到 Xi；也可以以 cm 为单位，得到 X2. 于是就得到 X2 = 100 .̂ 那么这样一
来，X2 与 Xi 的分布就有所不同. 这当然是一个不合理的现象.但是通过标准化，就可以消
除两者之间的差别. 对于正态分布，我们经过标准化 Y = (X- 4)/6 就可以得出均值为 0、

方差为 1的正态分布，即标准正态分布.

由一般正态分布与标准正态分布函数之间的关系，我们可以推出当 X~N342) 时，

P(|X — 川〉2c) = 2(1- = 0.045 5< 0.05,

P(|X —川〉3b) = 2(1-孰3))= 0.002 7< 0.01,

即一般正态分布随机变量的取值在［4-3%4+ 3日 区间外的概率是严标准下的小概率事件.

在应用中，往往默认正态分布随机变量取值在 V-364+3可 之间.例如，在考试中常用的标

准分由如下方式生成：

(1)把正态分布随机变量标准化：Z =七2；a

(2)令 y = 600+ iooz, 则 y 在［300,900］之间变化,称 y 为标准分.

如果作标准化正态分布随机变量的其他线性变化，可以得到另外形式的标准分.

例4・19 设X P(A), 求 Var(X).

解因为 石(X)= A,Var(X) = E(X2) -田(X)f = - A2, 我们只要计算 E{X2).
_0P_ \k 8 \k

E(X2) =£以一点 = e网为 — 1) +砸一点
k=O • k=l

8 8

=e-AE77A^+e-AV^= A2+ A,£(1)! £1 %!

所以 Var(X) = A2 + A - A2 = A.

例4.20 设 X 6(%p), 求 Var(X).

n

解 如同求二项分布期望的例 4.7, X = E羽，注意到其中 Xi,X2,…，Xn 是 i.i.d., 且
i=l

P(Xi = 1)=0,P(Xi = 0)= 1 — 0,所以

E(XJ = p, E(X?) = E(X/ = p, Var(XD = p -F = pQ - P),

与 i 无关，由方差性质 (3),

如果直接从方差定义出发，计算会比较麻烦.
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例4・21 设 X N（出 M）,求 Var（X）.

解 由定义，

8

—OO

Var(X) =

Var(X) = E(X-从产 焉（i&p 旬3

2

令 三二上 = % 再令1=3,上述积分为c 2

202 /8 2
—7= / u exp

r= / 2加Tj出y/2ri Jo 2y^
202 202c — 2-~产1 ~~= "一

二 = Q .
演 怖 2

上面公式中利用了 r 函数的性质：r（2 + i）=3「（幻,「（；）= ，元（见 4.2.2 小节）.

由上面公式知正态分布中的参数 拉 就是随机变量 x 的方差.正态分布完全由期望和方
差唯一确定.

从正态分布的密度函数可以看出，方差 拉 越小，波动越小，所以正态随机变量 x 的取值
以更大的概率集中在期望 从 附近.由方差性质（4）知X=（Xi+X2+…+ X^/n的期望和
方差分别为 如M/% 易知，X- N（出拉加）. 即 n 越大,至的方差越小，不以更大的概率集

中在 四附近，这就是我们用样本均值来近似真实期望的一个理由.

方差这个数字特征可以表达如下三种含义：

（1）围绕期望的波动性；

（2）风险的大小；

（3）信息量和不确定性.

方差越大，数据围绕期望的波动就大，表示数据可以在比较大的范围内变化，反映了信息

量大，不确定性高，所以作预测的难度大. 方差越小，信息量越少，不确定性低，容易作预测.

想一想在重症病房中，如果示波器出现一条绿的横线条，说明一个人没有生命特征了，知道他

的现在就能知道他的将来.

例4.22（例 4.3 续） 我们把答对的得分改为 3 分，其余不变.问在此规则下你是答题还

是不答？

解仍以X 表示回答的得分，由于 P（X = 3）= 1/4,P（X = -1）= 3/4,故 E（X）= 0,答

题平均得分和不答得分都是 0 分.但是两者的方差是不同的，容易算出，本例中的 Var（X）=
3,得分会围绕 0 有较大波动，即答题是有风险的.如果你是一个冒险的人（比如你答对，你的

成绩会在 85 分以上，不答就是 84 分或以下了），你就选择答题；如果你是一个避险的人（比如

你估计已有 85分或以上，答错扣分后不能保证有 85 分），你就选择不答.从这里也看到，方差
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能衡量风险. 在股市中大盘股波动相对小一点，所以有些老年人为了避险就炒大盘股. 相反,

年轻人愿意炒小盘股，因为小盘股上下波动大，他们希望能在其中获得较大的收益. 当然，炒

小盘股的风险也大. 口

定理 4.1 马尔可夫不等式

若随机变量 y》o, 则 依〉o, 有

1 …公学「「「「「《％
证 我们先对连续型随机变量来证明.设1~/@）,Vy<0J®）= 0, 所以

》£

/*OO

/ yf dy石(丫)= / yf(y)dy
Jo

POO

/ f(y)dy = eP(y e),

若 y 为离散型随机变量，设 p（y =然）=纵/= i,2,…，则

E（y）=£麴尸（y = %）》£ %p（y =洙）

£ P（y =四）= £P（y》吟

由此即得马尔可夫不等式.

设 y =（x- 4）2,把任意正常数 w 换为 /,由马尔可夫不等式得到

P（|X —〃|》£）=P（（X — 从）2》/）
E（X-〃产 _ Var（X）
< ='" ~~• (4.14)

这个不等式称为切比雪夫不等式，有非常广泛的应用.

例 4.23 为了解某地区青少年人群沉迷于网络游戏的比例 p, 需要对该地区人群进行调

查.问要调查多少青少年，才能使调查得到的网络游戏沉迷比例与真实的网络游戏沉迷比例

之差的绝对值小于 0.5% 的概率不小于 95%?

解 设需要随机抽查 n 个青少年，调查后知有 nA 个青少年沉迷于网络游戏，则 — 为该
n

人群的网络游戏沉迷频率.由题意，

P（|^~p|< 0.005）》0.95,

因为调查是随机抽查的，我们可以把该过程看作是独立做了 n 次重复试验，每次“成功”（被
调查者沉迷于网络游戏）的概率为 p, 所以可看作服从 8（电0）.由马尔可夫不等式，

P 等一 p| < 0・005) = P(\tia — pn| < 0.005n)
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=1 — P(\nA —即| 0.005n) 1 — Var(nA)
1

九0(1- P)== _L
(0.005n)2 (0.005n)2 '

因为 P(I-2) 1/4, 所以为了使上式成立，只要

即

1 0.95,
4 x 0.0052n '

n》 = 2 x I。'
4 x 0.05 x 0.0052

这是一个很粗糙的估计，今后会看到可以得到更精细的估计.

4.2.2 矩

下面我们引入矩 (moment) 的概念，并将之与我们前面所说的期望、方差建立联系.

定义 4.8 矩

设 X 为随机变量，满足 E(|X|与 < oo, k 为正整数，则 E(X - c)k 称为 X 关于 c
的 k 阶矩，其中 c 为常数. 称 qe = E(X") 为随机变量 X 的 k 阶原点矩，称4k =
E(X — E(X)产 为 X 的 k 阶中心矩.

由定义知 E(X) 就是随机变量 X 的一阶原点矩 做，其物理意义就是单位质量物体的质
心. Var(X) 就是 X 的二阶中心矩 42,它的物理意义是单位质量的物体绕质心旋转的转动惯

量(平方矩). 在计算与正态分布有关的矩的时候，可以用 r 函数来计算. r 函数的定义为：
Vi〉0,称

「(力) — / (4.15)
Jo

为 T 函数，它有如下性质：

「⑴=1,「(6+1)=4(球

今「m + i)=限「(})=怖.
由此可以得到：对 Q> —1,月〉0,

xae~^2dx = T((D/2)
209+1)/2

(4.16)

在统计学中，高于四阶的矩很少使用. 三阶矩的一个应用就是衡量分布是否有偏. 设

X 六0，若 /关于直线 c = q对称，即

/(q+n) =

则 q等于 E(X), 且网 = 石(X-石(X))3 = 0. 如果 43 > 0,/(/) 的图形最高点偏右，称为正

偏或右偏；如果 43 < 0,/(n)的图形最高点偏左，称为负偏或左偏.如图 4.2所不特别，对正态
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分布，从3= E(X - E(X))3 = 0,所以如果 从3 异于 0,那么是数据分布与正态分布有较大偏离

的标志. 由于 M3 的量纲是数据量纲的三次方，为了抵消这一缺点，我们用随机变量标准化后

应用之二是用 44 去衡量分布 (密度函数)在期望附近的陡峭程度. 易见若 X 的取值在

概率上集中在期望 E(X)附近,则 从4 将倾向于小，否则就倾向于大,类似于偏度系数，为了去

除量纲的影响，我们用无量纲的标准化随机变量 (X-E(X))/(t的四次方来衡量在期望附近

的陡峭程度，称

02 =空 (4.18)

为随机变量 X 的峰度系数 (coefficient of kurtosis).

若 X
~
N(如M),利用 (4.17)式和 (4.18)式容易得到 01 = 0,s2 = 3,与出 无关.有

时候也把峰度系数定义为 44/i- 3,此时，正态分布的峰度系数为 0.

与随机变量的矩密切相关的一个数字特征称为矩母函数或者矩生成函数，定义如下：

定义 4.9 矩母函数

随机变量 X的矩母函数或者矩生成函数(moment generating function,简记为 MGF)

Mx(s)定义为

Mx(s)= E©X] .

如果存在正常数 a,使得 Mx(s)对所有 s e [-a,a] 是有限的，那么称 X 的矩母函数

My(s) 存在.

根据 心 的泰勒级数展开式：对所有 啰 W 股 有

/2 *e =1+力+9+3+…
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我们有

因此

e$x 3(sX产 自
= 2^~ T
k=0 K=0

xW
k!

OO k

Mx^=E[esX]=^E[Xk]^.
k=0

•

据此，我们知道 X 的次 阶原点矩为其矩母函数 Mx(8)泰勒展开式中 s"/k!的系数. 于

是，只要我们有 Mx(s),就知道了 X 的所有原点矩.也就是说

E(X")=薪河x(s)
s=0

这也是称 Mx(s)为矩母函数或者矩生成函数的原因.

例4.24 设 X N(^a*21求 Mx

解 由定义并令 e = 4+ az,作积分换元，即有

”x(6) = 石 ©X) = /exs~~ e~^^dx
J V^na2

=e做 /v /_e+ 坐 dz
J dz

— e^s+“2s2
矩母函数 Nx(s)的另一重要性质，是其在存在时可以唯一决定随机变量 X 的分布，我

们不加证明地给出下述定理.

定理 4.2

假设存在正常数 c使得随机变量 X 和 Y的矩母函数对所有 s e [-c,c]均有限且相等,

则它们的分布相同.即

Fx(t)= Fy(。" W 肽.

例4・25 设随机变量 X 的矩母函数为
2

Mx(s)= z , s e (—2, 2),
2 — 5

求 X 的分布.

解 随机变量 Y e即(1)，其矩母函数为
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My{s)= E (esy) = J 加f3dg

= -「"-8初 0C

A — s o

因此，Mx{s)为参数 A = 2 的指数分布的矩母函数，根据上述定理知X ~
Exp 口

根据矩母函数的定义，我们还可以方便地得到独立随机变量之和的矩母函数：如果 Xi,

X2,・・・，X。为相互独立的随机变量，则

Myi+X2+・・・+x<s) = MX1{s)Mx2(5) • • •Mxn(5). (4.19)

4.2.3 协方差和相关系数

本节考虑多维随机向量的数字特征，以二维为例.设(x,y)为二维随机向量，注意到

Var(X+ y) = Var(X) + Var(K) + 2石[(X - E(X))(Y-E(Y))],

即X + V 的波动性 =X 的波动性 +Y 的波动性 +X 和 Y 的相关性.我们感兴趣的是最后一
项，因为其能够反映 x 和 y 之间的关系.

定义 4.10 协方差

设随机变量 x 和 y 均平方可积，即 e(x*2) < oo,E(y2) <8,则称

Cov(x, Y) = E[^x 一E(x))(y - (4.20)

为随机变量 X,y 的协方差 (covariance).

其中“协”就是“协同”的意思.X 的方差是 X- 与 X -血 的乘积，再取期望，如

今把一个因子 x -的 换成 y- 42,其形式接近于方差，又有 X,y 两者的参与，由是得出协
方差的名称.

性质 由定义，协方差有如下性质：

(1)Cov(x,y) = Cov(y,x), 这是显然的.

(2)Cov(X,y) = E{XY)- E{X)E(Y\ 这可由期望的线性性得出.
(3)对任意实数 Q,"c,d 有

Cov(aX+ 仇 cP+ d) = qcCov(X, Y),

Cov(aX + bK cX + dY) = acVar(X) + (ad + bc)Cov(X, V) + bdVar(Y),

这可由期望的线性性得出，这一性质说明随机变量作平移后的协方差不变，随机变量前的常数
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4.2 方差和矩

可以提到协方差的外边.在第一式中取 Q = c = i3= d = o,y = x, 即知随机变量的方差是
协方差的一种特例. 第二式也可以用矩阵表达：

C^aX + ^cX +dY^^( Va")

〈 Cov(X,y) Var(Y) )

这说明协方差是双线性函数.

(a)若 x,y 相互独立，则 Cov(x,y) = o.
(b)［Cov(X,y)］2 Var(X)Var(y). 等号成立o X, Y 之间有严格的线性关系，即存在不

全为 0 的常数 Ci,C2, 使得 C1X + C2Y +03 = 0. 这条性质称为随机变量场合的柯西—施瓦茨

(Cauchy-Schwarz) 不等式.
证 (a)的证明由期望性质立得. 为证 (b),我们需要两条预备知识.

a〉0,若对一切 t, 实二次三项式 at2 + 2bt + c 0,则由判别式 4 0 推出

ac 等号成立台开口向上的抛物线与 t 轴相切. 切点为 如 = -b/a, 此时抛物线方程为

y = a(力+ b/a)2.

(ii) 若随机变量 Z只能取非负值,而 e(Z) = 0,则 Z = 0, a.e. .我们仅在 Z
~

/Q), 且

/(X) 连续时证明. 由于 Z》0,故① <0 时 /0)= 0. 用反证法，如果 Z # 0,由于〃6)连

续，故存在 0<qV4 使得在区间［a,b］上， c> 0,由此得

/
pb

xf(x)Ax / xf(x)dx》a / f(x)dx ac(b — a) > 0,

与 E(Z)=0 矛盾.
接下来我们证明 (b). 设1 G见m = E(X),M2 = E(Y) 考虑 t 的二次三项式

0 E\t{X -如)+ (y — 从2)产 = 产Var(X) + 2%Cov(X,Y)+Var(V), (4.21)

由上面的预备知识，我们立得［Cov(X,Y)F Var(X)Var(y), 以及等号成立 (4.21) 式等价
于 E)o(X — 色)+ (y — 42)f = 0, 由预备知识 (ii), 力o(X — 4i) + (y - 42) = 0, 其中

% = —Cov(X,Y)/Var(X) = 干还/% 即 X,Y 之间有严格的线性关系.

协方差能衡量两个随机变量之间的相依关系，但是它的值受到随机变量单位的影响,

例如，H.W 分别表示一个人的身高和体重，身高用 m 作单位还是用 cm 作单位，或者体

重用 kg 作单位还是用 g 作单位，协方差的值是不同的. 为了克服这个缺点，我们把随机

变量标准化，用标准化随机变量的协方差来衡量它们之间的关系. 为此我们引入相关系

数这个概念.
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第四章 随机变量的数字特征和极限定理

定义 4.11 相关系数

设随机变量 x 和y 均平方可积，即 e(x2)< oo,E(y2)<8,则称

_ c (X-E(X) Y - E(Y)、_ Cov(X,Y) 、oPxy — Cov I — ,—尸二=====•I = —；==；：=====：；-一；-- (4.2，
〈，Var(X) ,Var(Y)) ,Var(X)Var(Y)

为随机变量 X,Y 的相关系数(correlation coefficient).如果不混淆的话，就简记为 p.

扫描视频 15 的二维码观看关于随机变量的协方差及相关系数的讲解.

视频15 随机变量
的协方差及相关系
数

由上可知，相关系数没有单位，由协方差的性质 (4)知 |p| 1.等号成立的充要条件是随

机变量之间有严格的线性关系.当 p< o 时，我们称 x,y 负相关；当 p > o 时，我们称 x,y
正相羌 当 p = o 时，我们称 x,y 线性不相关. 如果把 x,y 的样本用散点图表示(图 4.3),

负相关刻画了随着 x的增大，y 有减小的趋势；反之，正相关刻画了随着 x的增大，y 也有
增大的趋势；而线性不相关表示没有向上和向下的趋势.相关系数刻画了随机变量之间的线性

相关关系，不能反映随机变量之间有某种函数关系. 例如，设 X
~

U(— = cosX.容

易算出，e(X)=石(Y)= 0,注意到 ICOSI是奇函数,在对称区间上积分为 0,我们有

1 rn
Cov(X,Y)= E(XY)— E(X)E(Y)= E(XV)= — / ncosxdx = 0,

2n Jr

即 X,y 有严格的函数关系，但是它们之间的相关系数为 o.

为什么是线性关系？我们有一个几何解释.为此要引入一个线性空间 £ = {r.v. X :

E(x2)V oo}.在 £ 上,对任意 X,y e £ 定义内积

〈x,y〉= Cov(x,y).

e 是内积空间可以用线性代数中内积空间的定义来验证. 在内积空间中，两个元素 a,b(图

4.4)夹角的余弦为 cose = 所以在内积空间 £ 中，可以定义两个期望为

o 的随机变量 x,y 的模|.|和夹角的余弦 cose：
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4.2 方差和矩

〈X,X〉= Var(X), =亿门 = Var(V),
〈X,Y〉 — fov(X,y)
,〈X,XMKY〉 ，Var(X)Var(y)

图 4.4 内积

由上面公式可知，相关系数就是在空间 £ 中，元素 x,y 夹角的余弦. 所以 p = o 相当
于 x,y 夹角的余弦为 o, 即垂直. 由于是在线性空间中定义的内积，所以相关系数只能反映
x,y 之间的线性关系，不能反映它们之间的函数关系.
由于相关系数只能刻画两个随机变量之间线性关系的程度，而不能刻画一般的函数相依

关系，故在概率论中还引入另一些相关性指标，以弥补这一缺点.但实际上用得不多. 因在统

计上最重要的二维分布是二维正态分布，对它而言，相关系数是正态分布随机变量 x,y 相关
性的一个完美的刻画，没有上面指出的缺点.

例 4.26 设 X
~ N（1,9）,Y 阳1,16）, 且 X 与 Y 的相关系数为 px,y = — 设

X V
Z = w + q,求 X 和 Z 的相关系数 pxz-

解 由于

Cov(X,Y) = px,y，Var(X)Var(Y)= -6,

/ x y
Cov(X, Z) = Cov ( —

J

i i 5
= Var(X) + cCov(X,y) = 5・ZD Z

i i i 73Var(Z) = -Var(X) + -Var(K) + -Cov(X,y) =-
4 y D JO

例4・27 设（X,y）~ 盟（如邛2,厚吟p）,求 Cov（X,y）和 px,Y

解 由定义

Cov(x,y) = E[(x — 4i)(y — 偿)]

〃（①一 41）（9 一 42）•

@ । (J-〃2)2
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作变换 a = 三二也,o= 0丝，则上述积分为
变

「 2 1
1

= peg / u -7=6 2 av =J v2k

所以

Cov(x, y) 0(7102
Px y "―

/ - … — p.， ,Var(X)Var(y) 。笛2

即参数 p 就是 x,y 之间的相关系数. 协方差为 pcw2. 口

命题 4.1 正态分布随机变量的独立与不相关

若 x,y 相互独立，则 p = o, 反之不必成立.若(x,y)~n(/zi,42,冠，登,p),则 x,y
相互独立0 P = 0.

证 由定义，若 x,y 相互独立，则
Cov(X, y) = E[(X -Ni)(y - M2)] = E(X -^E(Y —偿)= 0,

故 p = o,反之可以举已引用的例子：x (一gm,y = cosx, 已知 cov(x,y) = o = p =
o, 但是 y 是 x 的函数，不独立.

但是若 (x,y)服从二元正态分布，则 p = o 可以推出联合密度函数可以分离变量，所以
随机变量 x,y 相互独立.

例4.28 试证明：若(X,y)服从单位圆内的均匀分布，则 X,y 不相关，也不相互独立.

证 由 (x,y)服从单位圆内的均匀分布，则 (x,y)的联合密度函数

了3")=[ 7[ 0, 其他.

由此，可得 x 和 y 的边缘密度函数为

2fx = /y(c) = _,1—谈, 一1 N 1.
71

因此，石(x) = E(y) = 0,又

/*1 泊
]

E(XV) = x y-dydx = 0.J—1 J— y/l — X2 冗

所以,Cov(X,y) 二 0, 从而 pxx =。，即 X 和 y 不相关.但由 f{x,y) r /xQ)/y(g), 知 X
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4.3 嫡的基本概念

和 y 显然不相互独立.

例4.29 设随机变量 X 和 y 的分布律分别为

-1 0 1
1 1 1

4 2 4

X

并且 P(XY = 0)= L 证明：X 与 y 不独立，也不相关.

证 由 P(XY = 0)= 1可知，

p(xy# o)=尸(x = —1,y = 1)+p(x =i,y=i)= o,结合e(x)= o,e(y)= 1/2,

以及

E{XY)=0x尸(XV = 0)+ £ xyP(XY = xy)= 0,故 E(XY)=0= E(X)石(V),即
到中0

x 和 y 不相关.由

o = p(x = —i,y = 1)多尸(x = —i)p(y = 1)= 1/8,

因此 x,y 不相互独立.

定理 4.3
对任何非退化的随机变量 x,y存在方差，如下四个命题相互等价：(1)x 与 y不相关；

Cov(X,Y)= 0; (3) E(XY)= 石(X)E(V); (4)Var(X+V)= Var(X)+Var(y).

根据定义容易证明.

4.3 炳的基本概念

端的概念最早起源于德国物理学家、数学家克劳修斯 (Rudolf Clausius,1822—1888),于

1865 年用端来表示任何一种能量在空间中分布的均匀程度，分布越均匀端就越大，能量差总

是倾向于消除，这时候系统的牖达到最大值. 1877 年，统计物理学家玻尔兹曼 (Ludwig Ed¬

ward Boltzmann,1844—1906) 用烯衡量一个热力学系统里的无序程度.玻尔兹曼提出如下观
察式:

S= aiog2(|O|).

k表示玻尔兹曼常数，10表示微观粒子数.系统越乱,嫡就越大;系统越有序,烙就越小. 1948

年，香农 (Claude Elwood Shannon,1916-2001)将嫡的概念从统计力学引入到信息系统里,
标志着现代信息论的产生. 燧被香农用来描述事情不确定程度及信息量的多少，燧及其引出

的许多概念是信息论的基础.

焙是随机变量最重要的数字特征之一，度量了随机变量中所含有的信息量的大小. 换言

之，熠体现的是随机变量的不确定性程度，焙越大不确定性就越大.
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定义 4.12 焰

设 X 为离散型随机变量，分布律为

P(X = ik)=pQ k e N,

则其靖 (entropy) 定义为
oo

"(X) = -£0%log2(Pk)・
k~l

如果 X 为连续型随机变量，概率密度函数为 了x3), 那么其嫡定义为

H(X) = — / /x(N)ln/xQ)dc.

值得注意的是，不同于矩类型的数字特征，燧并没有涉及随机变量的具体取值，只和其概

率分布有关.换句话说，是随机变量取值的相对散布状况，而非其绝对状况决定了随机变量的

烯.容易验证，对于确定性常数 c,

H(X + c) = H(X).

例4.30(0-1分布的端) 设 X 是 0-1分布随机变量，分布律为

P(X = 1)= 1 — P(X = 0)= p, 0 < p<1,

求其麻

解 由定义知

H(X) = 一加 log2(P)+ (l-0) log2(l-p)],

当参数 0 变化时，X 的病也随之变化，当 0= 1/2 时，X 的靖达到最大 (图 4.5 所示). 这

与直观十分吻合. 当 0 = 1/2 时，X 的取值没有任何偏向性，最难以预测和估计，因此随机程

度最高，包含的信息量也最大. 相反，如果 p = 0 或者 p = 1,那么说明 X 取值是确定的，没

有任何随机性，其嫡为 0 很合理. 口

图 4.5 0-1分布的牖
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性质 离散型随机变量 X 的嫡 H(X) 有如下性质:

H(X) log2(n),

当且仅当 X 为离散均匀分布随机变量时等号成立.

证 (1) 由 log2(x) 1 立得.对 (2),由于

= 0,

等号成立当且仅当

1 1
— ] < >Pk = —,

npk n

即X 服从离散均匀分布.

求 X 的分布.

解 根据连续型随机变量靖的定义，嫡最大化优化问题等价于

利用 Inl I — 1,立 -1). 所以

例4.31 设连续型随机变量 X 在股 上取值，对其期望和方差进行约束，考虑如下嫡最大

化优化问题：

有趣的是,通过约束连续型随机变量的期望和方差,对不同取值范围的随机变量进行端最

大化可以导出几个熟悉的概率分布.见下面三个例子.

maxH(X), s.t. E(X) = m, Var(A') = cr2,
X

H(X) 0;

(2) 如果取有限个值的随机变量 X 的概率分布｛班,L= 1,2,… ，几｝不是离散均匀分布,

那么有

k=l 、

n

-log2(n) = 一£纵 log2(外)- log2(n)

n
H(X) - log2(n) = £跳 log?
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max

s.t.

使用变分思想，任取定义在 股 上的 (可测)函数 g,构造辅助函数

G(“ = H(f+ %)= -
那么如果 是原优化问题的解，则有

H(/。成 ) H (/°pt +tg)=> G(0) G(川次 e R,

/ (/3)+匆(%))ln(/(劣)+匆3))d/,
—OO

「oo

/ xf(x)dx = m,
—oo

- / /3)In
、 J —oo

/ = 1,
—8 ZOO

//同血 = m2+(72,
-oo

即 G("在 I= 0 点取得最大值.

考虑到优化问题中的约束条件，我们使用拉格朗日 (Lagrange) 乘子法得到扩展的优化目

标函数为

G(力) =G0+ co (/0)+tg(x))dx 一 1 +Q 力(/3)+ tg(x))dx — m I +

C2 /(/⑶+ %(/))(!/ —(m2 + <72)

(/3)+加(6))1口(/(为+tg^dx+ co (/3)+%3))dN - 1 +

%(/(%)+匆⑺)de — m +02 /2(/(%)+加(c))dz —(m2 +

由 t = 0 点是最大值点，得到

料) = 0,
t=o

由于

d d 产
瓦G(%)= j (〃n)+加(乃)ln(/Q)+ tg(x))dx

/OOPOO

g(/)ln(/Q)+匆3))du- / gQ)dz,
・OQ J—8

且有

1 POO

/ (/(/)+加(N))d/ -—OO
g(z)dc,

N(/(N)+加(z))d/ — xg(x)dx,

*(/( + tg{x))Ax —(m2 + N2g de,
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因此
d—, 产 产 ，、—G(t) = - gQ)ln(/(N)+匆(c))d/ + (c° — 1) / g(/)d/+
a” J—oo J—oo

,00 (8
ci / xg(x)dx+。2/ x2g(x)dx1
J—oo J—oo

Z8gQ)(— ln(/(c)+ tg + c2x2 +C"+ c0 - 1)d/,

立刻得到

d
_

产
0 = —G(^) = / g(N)(-In /(c)+ C2/+c"+ c0 - 1)dx,d力

力=0 J-oo
由 gQ)的任意性，我们有

-In f(x)+ C2* +a/+ co 一 1 = °,

也就是

/(0 = exp{02/ +qc+ co -1},
考虑到

POO /8 (OO
/ /(i)d/ = 1, / xf(x)dx = m, x2f(x)dx = m2+
J—8 J—8 J —OO

能够算出

1 m 馆
2

02 = 一z3,Ci =声0o = -方^ +ln(V27W)+ 1)

从而有

即 X 的分布为正态分布. 换言之，给定期望和方差，具有最大幅的连续型随机变量是正态分

布随机变量. 口

例4.32 设连续型随机变量 X 在 (0,00)上取值，对其期望进行约束，考虑如下熠最大化

优化问题：

maxH(X),s.t.E(X)=]x A

其中入〉0,求X的分布.

解 原优化问题等价于
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沿用前例中思路，得到

d /8 /OO (OO
石百⑴ = 一 / gQ) ln(/Q)+ tg(x))dx+ (c0 - 1) / g(N)dc + q / xg(x)dx
d力 Jo Jo Jo

g(R)(- ln(/Q) + 力g(①)) + c^x + c0 -1) d©
因此

g(①) (— In f(x) + cii + co — 1) d/,

同样由 g(c) 的任意性,有

确定常数后得到

— In /⑶+ c^x+ co — 1= 0,力 G [0, 00),

/(z)= a exp{—入/}/(0,8)(吸

即 X 的分布为指数分布，换言之，给定期望，具有最大端的取值于 (0,oo)的连续型随机变量

是指数分布随机变量.

例4.33 设连续型随机变量 X 在［q月上取值，考虑如下题最大化优化问题：

max77(X),

其中 —oo< a < b<8为常数,求 X 的分布.

解 同样使用变分方法，不难得到 X 的概率密度函数为

/3=E4aM(吸
即所有取值于有限区间的连续型随机变量中，均匀分布随机变量具有最大的嫡. 口

4.4 大数定律和中心极限定理

随机变量的分布全面刻画了随机变量的取值规律.但是随机变量或随机向量的函数，例

如，最简单的独立随机变量和的分布一般来说都很难得到，更不用说得到它们的显式表达.在

数学中有这样的现象：一个有限和很难求,但是一经取极限由有限过渡到无限，问题反而好办.

例如，若对某有限范围内的 z计算和：

在 n 很大但是固定时很难求，而一取极限能有简单的结果： lim Sn(x) = cosg. 所以当 n
九一>8

很大时可以把 cosc 作为 SnQ) 的近似值. 在概率论中也有这样的情况，例如，随机变量
X1,X2,・・・，Xn 和的分布一般很难求出，更不可能有显式表达式了.因此，很自然想到在一定
条件下能否用极限的方法来近似表达随机变量和的分布函数. 事实证明这是可能的. 更有意

义的是在很一般的条件下，随机变量和的极限分布就是正态分布. 这一事实说明正态分布是
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非常重要的一种分布. 在概率论中习惯于把随机变量和的分布收敛于正态分布的那一类定理

称为中心极限定理 (central limit theorem). 我们将介绍独立同分布随机变量和的极限分布这
一最简单的场合.

另一类重要的极限定理称为大数定律 (law of large numbers), 它是 "频率趋于概率”引
申过来的. 在频率趋于概率中，设 Xc =1人" = ，孙 其中4 表示第 i次试验中事件

71

A 发生. 则 w及 表示在 n 次试验中事件 4 发生的次数，随机变量 X6 只能取 1 或 0,频

率为 Pn = = X.若 P(A)= p,则频率趋于概率就是说在某种意义下 Pn 趋于

P = E(Xi).

大数定律就是把仅取 0 和 1 两值的随机变量推广到一般的随机变量,研究前 n 个随机变

量部分和的平均值是否以某种方式“趋于”某个常数 c. 其中最简单的是 i.i.d. 随机变量序列

的前几个随机变量部分和的平均值是否“趋于”E(Xi). 下面先介绍一个概念.

定义 4.13 依概率收敛

设 X1,X2,・・・ … 是一随机变量序列，X 为随机变量，如果 Ve〉0,有

lim P(\Xn-X\ 6)= 0, (4.23)
n—>oo

那么称随机变量序列 {X" 依概率收敛于随机变量 X,记为 Xn T X, in P,或

X九与 X.

随机变量 XQ),Xn(M 的取值与样本点 切 有关，所以类似微积分中数列极限定义 lim
n—>oo

an = a 不适用. 因为在数列极限 lim 。九 = 0中的时 仅仅是 n 的函数，而对随机变量序列

而言，上式不仅与 n 有关，还与样本点有关.从而频率趋于概率不能写为 lim %型 = p, 所
n—>oo 几

以我们考虑事件4={/：|Xn(M-X(M| 外，该事件发生的概率 pn 与 n有关，与样本点

无关，即 Pn 是普通的数列.它的收敛性在概率论中称为“依概率收敛”.

在依概率收敛中，常常遇到的特例是X 为常数 C.

例4・34 考虑随机变量序列{X",X九 后如(n)，即 X口 服从参数为 n 的指数分布. 证

明 X九与 0.

证由于 Exp(n)的密度函数为

fxnW = 几 exp{—M}/[o,8)(顼

因此 Vg> 0,有
POO

P(|XM》£)= P(Xn》8)= / fxn(x)dx = exp{-加},
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所以

P QXtt, — 0|》8)- 0, 几 一 oo,

即有｛Xk 依概率收敛于 0 .

定理 4.4 大数定律

设 Xi,X2,・・・，X",•… 是一 i.i.d. 随机变量序列，记它们相同的期望和方差分别为 /1

和 oZ 记 Sn = Xi + X2 + • • •+X",则对 Ve〉0,

lim P(\—-^ =0. (4.24)

视频 扫描视频 16 的二维码观看关于大数定律的讲解.

回

回
视频16 大数定律

用切比雪夫不等式马上能得到上面的结论. 大数定律就是说 i.i.d. 随机变量序列的前 n

项部分和的平均依概率收敛于公共期望 4. n
为了说明大数定律的直观意义，我们设公共分布为 N^a2Yx = -yxi.则容易算得

X N(如M加).从图 4.6 上看到 X 的密度函数与I轴之间的面积基本上集中在 c = 4附

近,而概率的几何意义就是面积，所以大数定律就是说，当 n充分大时，随机变量 X 以相当大

的概率落在期望 从 附近，想象一下，当几 f oo 时，y的密度函数几乎成了“一根棍”，即X

大数定律的重要意义是，我们不需要知道它们的公共分布，只要知道期望和方差存在，则

i.i.d. 随机变量序列的前 n 项部分和的平均就满足大数定律，这给应用带来很多方便.

因此大数定律不仅在理论上有重要意义，也广泛应用于实际. 我们可以不知道数据来自

什么总体分布，也不知道总体期望是多少，但是我们常常用样本均值来近似总体均值，其理论

依据就是大数定律.

156



4.4 大数定律和中心极限定理

血实验 扫描实验 10 的二维码进行大数定律模拟实验，观察样本均值随样本量增加时的变化和

分布情况.

例4.35 (伯努利大数定律) 设｛Xk｝为独立的 0-1分布随机变量序列， 实验10 大数定律

P =1)=0, P(Xk = 0)= 1 - p,

那么有 E(XQ =pNar(Xk)= p(l - p),所以由大数定律,Vs> 0,我们有

犯-抖 7^—0, moo,

即有

这一结论是在 1713年雅各布 �伯努利的遗作中发表的，也是公开发表的第一个大数定律.这

一结论被认为是伯努利为概率论作出的最重要的贡献. 切比雪夫不等式的出现极大地简化了

伯努利大数定律的证明，直到今天这一点都没有本质改变.

在大数定律的条件下，理论上我们还可以得到更强的结论，即随机变量序列的前 n 项部

分和的平均几乎在每个样本点上收敛，我们称为强大数定律.

依分布收敛刻画了随机变量序列的分布函数收敛性，据此可以近似计算感兴趣事件的概

率，是许多统计方法的基石.

定义 4.14 依分布收敛

设 X1,X2,…，Xn,… 为一列实值随机变量，X 为随机变量，凡和 F 分别为随机变

量 x九和x的分布函数.如果对 F的所有连续点 a e股有

lim品(优)=F
72—>00

那么称｛入｝弱收敛 (converge weakly) 于£ 也称｛X"依分布收敛 (converge in distri¬

bution)于 X,常记为 X九4X.

依分布收敛要求在 F的连续点处极限成立，这一条件是本质的.下例说明了这一点.

例4.36 设X九 X表示退化到 0的随机变量.记入⑺ 和 F 分别为 Xn

和 X 的分布函数，则

0,

F?i(N) ={ TIXy

1,

/ < 0,
1

0 < N < —,
1
n

》一，
n

F =
0, c V 0,

1, N》0.
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因此当 nf (X)时，对任意固定的le (—00,0)U [1/n, 00)有依分布收敛 X九3X成立.但是
在r = 0 处，对任意的 n成立 Fn(0) 三 0,而 F(0) 三 1. 即在点1= 0 处依分布收敛不成立.

定理 4.5 依概率收敛与依分布收敛的关系

设 X1,X2,・・・，Xn,•一 为一列实值随机变量，X 为另一随机变量.

(I)若乙与x, 则 4x；
若 X九二 c, 则 X九 A G 其中 o 为一个常数.

证 (1)对任意 C > 0 有

乙(劣)= P(X" N) ,

= P(X九 ≤劣，X + + P(X九 劣,X〉1+£),

≤F(c+。+ P(|X九一X|>£).
类似地，

F(① — £)= P(X I—力

= P(X / — %X九 劣)+ P(X 1-% > n) ,

凡(乃+尸(lx.— x| >£).

所以

歹(力 一 5)— P(|*冷 一 X|> £) Fn(x) F(x + e) + P — X| > g) ,

当 n —> oo, 由于 Xn — X, 即有 P (|X九 — X\ > s) —> 0. 因此，

F{x — 8) lim inf耳⑺ lim sup Fn(^) F{x + s), Vs > 0.
沱一>8 71T8

若 F 在力 处连续，则当 w J 0 有 FQ — w) f FQ) 以及 FQ + 5)1P(r). 从而得证.

(2) 由 X九名0知，对任意 e > 0,我们有

lim 耳(c 一 g) = 0,
72—>8

lim Fn (c+ J) = 1.
九T8 \ 2/

从而对任意 g>o, -
lim P(\Xn-c|》w)= lim [P (Xn c 一 e) + P (X^》c + £)]
n—>oo n—>oo

= lim P (Xn c — £) + lim P (Xn c + e)
TlTOO 71T8

= lim Fn(c — e) + lim P (X^ c+ e)
n^-oo n—>oo

= 0 + lim P (X„,》c + e)
n—>oo

lim P(Xn>c+^\
= 1- lim Fn(c+^)

nToo \ 2 /
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= 0,

因为 lim P (|X九-c| 6) 0,我们有
n—>oo

lim P(区九 — c| s) = 0, Ve > 0,
n—>oo

即 Xn与 c.

例4・37 设Xi, X2,…, X。,…为一 i.i.d.随机变量序列,均服从B(l,l/2). X B(l,l/2)
为一独立于序列｛Xq 的随机变量. 则 X九 2X. 但是，｛X3 不依概率收敛于 X. 事实上,

因为 |X"- X| 也是服从 5(1,1/2)的随机变量且

F(|XlX|*)=〈， 0<s<l.

此例说明依分布收敛一般不能推出依概率收敛.

依分布收敛的一个重要应用场合是关于独立随机变量部分和的分布收敛性，称为中心极

限定理，在数理统计的大样本理论中有重要的应用.最早的中心极限定理是棣莫弗在 1733 年

证明的关于重复投掷硬币中正面出现次数的分布可以用正态分布近似的结论，但没有引起人

们的重视. 1822 年，拉普拉斯在他的著作中使用正态分布近似二项分布. 自此，中心极限定

理引起众多学者的关注和兴趣.直到 20 世纪 20 年代，林德伯格 (Jari Waldemar Lindeberg,

1876-1932)和莱维 (Paul Levy, 1886—1971)对独立同分布的一般随机变量部分和证明了林

德伯格-莱维中心极限定理.

定理 4.6 林德伯格-莱维中心极限定理

设 Xi,X2,•…，X明•- 是一列 i.i.d. 随机变量序列，记它们相同的期望和方差分别为

n

出 1己 Sn = 贝|| V / e及有
2=1

lim p严(Snln-M 力) =翼顼 (4.25)
n-»oo \ <7 /

其中 为标准正态分布函数.
8

视频 扫描视频 17 的二维码观看关于中心极限定理的讲解.

(4.25) 式也常常写为 就
视频17 中心极限
定理

'X-〃)£ N(o, 1), (4.26)
a

其中刀=&.
n
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证 这里我们利用矩母函数来证明定理4.6. 为简单表述起见，不妨设 m =0 且矩母函数存

在.记2= 我们来证明 Zn 的矩母函数趋于标准正态分布的矩母函数. 再由矩

母函数的性质即得｛Z" 依分布收敛于标准正杰分布.由于 Sn 的矩母函数为

MsM = 的巴

其中 "⑴ = E"xl)，以及

Mz<t) =
n

将 M(s) 在 0 处作泰勒展开到二次项:

M

我们有
n

根据事实：若 f Q, 有

1 ?
= 1+ 56r2

lim ( 1+n—>oo \

71T• 00 时,因为 E(Xi) = 所以"⑼ = 0,河〃(0)

河⑶ = _M(0) + sM(0)+ #河〃(0)+ o(52).

n

=e\

= (72. 当

J/
Mza) =(1+骨+。

n

可知

Mzn f e", n T oo.

从而得证.

中心极限定理就是说，部分和 S九 标准化后的分布函数近似于标准正态分布函数.所以在
应用中，中心极限定理也常常表示为

"(冷需 X = V / e k. (4.27)

剧实验 扫描实验 11 的二维码进行中心极限定理模拟实验，观察不同总体分布下抽样分布的形

回用膝徊 状和标准正态分布之间的关系.

中心极限定理和大数定律都是普适性结论，即它们不依赖总体是什么分布，其结论都是一

样的. 因此，不管总体是 0- 1 分布、泊松分布或指数分布等，简单随机样本的样本均值依概
定理

率收敛于总体均值，而它的分布收敛于正态分布.

对一列独立同分布的伯努利分布随机变量，记 P(Xd = 1) = = 0) = 1-04 =
1,2,.・・,则此时的中心极限定理称为棣莫弗-拉普拉斯中心极限定理，即
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定理 4.7 棣莫弗-拉普拉斯中心极限定理

设 X1,X2,…，X 是一列 i.i.d.随机变量序列，Sn = w羽，0 <0< 1,且 Xe ~
2=1

网1,0),则 Vc c里有

lim P| ：.n <力) = @(力). (4.28)
九一8 1，他(1一0) /

注意到 S九 B(小0), 所以棣莫弗-拉普拉斯中心极限定理告诉我们可以用正态分布来

近似二项分布.当 np较小时，可以用泊松分布逼近二项分布，当 np较大时，用正态分布来逼

近二项分布.

一般而言，当几》30 时，中心极限定理的近似程度能满足一般的要求. 中心极限定理也

指出了大数定律中X= Sn/n 依概率收敛于 E(X)的速度为 1/海，即g区- E(X)］依概
率有界.

注 根据中值定理，我们有 。(①+ — m(/)= s(q)Ar,q 6 (应力+ 这可以用来近

似计算二项分布 X
~ B(n,p)中 b(n,p,k)= P(X = k)和 P(ki X 心)，因为九> 30 时,

由中心极限定理，

P(X = k)= P (k—；<X k+ 可

1

"npQ —p)
1

/
• exp

y/2nnp(l - p)

(k — np)2
2np(l — p)

P(ki X 阮)仁 @
次2 — 九0

p(l -0)

扣1 ~九0

，如(1一0)

(4.29)

(4.30)

注意到

P(ki X 防)= P(ki — - <X〈切+ 石
62 + 5 一几0

，则1 -0)
-m ki- ~~np

，砂(1 -p)
(4.31)

这是对公式 (4.30)的连续性修正，因为正态分布是连续的，而二项分布的分布函数是阶梯函

数，因此将下限 后 和上限 k2 分别修正为 加 - 1/2 和 k2 + 1/2.这一修正在近似计算二项分
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布两头的概率时比较有效. 区间不在两头时可以不作修正，直接用 如 和机 即公式 (4.30).
图 4.7 展示了 B(30,0.4) 的分布律和正态分布 N(12,7.2) 的密度函数曲线，可以看出正

态分布近似得非常好.

6 9 12 15 18 21 24 27 30 %

图 4.7 正态分布 N(12, 7.2) 近似 5(30,0.4)

例4.38 设 X 8(20,0.3), 求 P(X = 3)和 尸(1 X 3).

解 直接计算二项分布中 6(20,0.3,3) 的值和用正态逼近来计算可得

P(X = 3)=(；) x 0.33 x 0.717 = 0.071 60,

P(1 X 3)=£(?) x 0.3^ x 0.72°-" = 0.106 29,

P(X = 3)弋 / = exp
V2ti x 20 x 0.3 x 0.7

使用修正的中心极限定理近似式 (4.31) 有

而使用未修正的正态分布近似式 (4.30) 计算有

P(1 X 3)*@ 0.992 65-0.928 38 = 0.064 27.

由上可见，即使在 打 = 20的场合，用正态逼近 P(X = 3)的误差不超过 0.005, 用修正的
正态分布来近似 P(1 X 3),其误差不超过 0.001 4,但是用不修正的中心极限定理来估计

误差要大一点.

例4.39 设某选拔考试有 100道选择题,每题有 4个答案可供选择,其中只有一个是正确

的.答对得 1 分，答错得 0 分，某考生对这类题型毫无思想准备，于是选择随机答题.问
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(1)他至少能答对 25 题的概率有多大？

(2)他答对 20—40 题的概率有多大？

(3)他至少能答对 36 题的概率有多大？

解 设 X 表示该考生答对的题数，显然，X 5(100,0.25),这里 100 > 30,切= 25,符合

中心极限定理的条件，由于 E(X)= 几0= 25,M =切(1 — p)= 18.75,故

25-25
P(X》25)al —

71^

40-25 20 — 25
(2) P(20 X 40)七 @

,18.75

= @(3.464 1)-@(—1.154 7)= 0.875 6.

36-25
P(X》36)仁 1 — = 1 —孰2.540 3)= 1 — 0.994 5 = 0.005 5.

,18.75

可见该考生至少答对 25 题的概率约为 50%,而至少答对 36 题是小概率 (严标准) 事件.

另外答对 20—40 题的概率高达约 88%.

例4.40(例 4.23续) 我们用中心极限定理来估计要调查的人数.由中心极限定理,

0.0057n
< 0.005 Vp^-p)

0.0053 1 0.95
\VW
0.005日

/0(1 -0)

由于P(l—0) % 故只要上式满足

0.0052n - x 1.962 今 久》38 416.

即只要调查 38 416人即可.这里用到 Ml-彷 1/4,只要 P能有一个大致范围，调查人群的

规模还能减少. 所以这种调查一般分两步走，第一步是先调查少量青少年，比如 200 人，大致

确定 p的一个范围，例如 p e (0.2,0.3),此时 p(l -p) 0.3 x 0.7 = 0.21,由此得到调查的人

数 n 只要满足

即只要调查 32 270个青少年即可满足精度要求.

例 4.41 设计算机按四舍五入进行运算，求计算机运行 n 步后累积误差超过 0.6g 的

概率.
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解 设第 k 步的误差为 = 1,2,• • • ,弧 则 Xk 为 i.i.d.,且 E(XQ = O,Var(Xfc) =

由中心极限定理，

P(\Sn\》0.6Vn) = P 0.6 x配)仁 2(1- 0.981 14)= 0.037 7.

类似地，可以得到累积误差超过 0.753的概率不超过 0.01. 从上可以看出，累积误差与

成正比，而不是和 n 成正比. 口

因为中心极限定理在各方面都得到广泛应用，所以统计学家也在不断地减弱成立的条件,

其中稍稍弱一点的是不要求X 满足独立同分布的条件，只要求它们相互独立，方差在两个正

数之间变化，则中心极限定理对 5九 标准化后的分布函数仍成立.

例4.42 某统计学老师教两个班的概率论与数理统计课程，设期末总评的平均分都是 80

分，甲班有 40 名学生，乙班有 60 名学生，每个学生成绩的方差都是 25.

(1)分别估计两个班平均成绩超过 81 分的概率；

(2)估计甲班平均成绩超过乙班 L7分的概率；

(3)估计乙班平均成绩超过甲班 1.7分的概率.

解 设机62 分别表示甲、乙两个班的平均成绩，学生数都超过 30,由中心极限定理，

P(& *1) = P『
— 80)
》
闻(「))

弋 1-孰1.264 9)= 1 — 0.897 05 = 0.103 0,

口昆》81)= P( ~~ 》 --g

七 1-@(1.549 2)=1-0.939 33 = 0.060 7.

(2)由方差性质，

Var 1 -务)=Var($) +Varfi) = 25 x (1/40+1/60)= 25/24,

所以

P岛-岛》1.7)=0
1.7 \

15/(2俩
/

5/(2通"
七 1 — @(1.665 7)= 1 — 0.952 1= 0.047 9.

(3) 容易算出

P —显》1・7) = P(S2 —乱》1.7) = 0.047 9.

由此看出，样本量对偏离平均值有较大的影响. 在本例中，因为样本量较大，所以平均值偏离

1 分的概率都非常小.
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4.5 扩展阅读：数学期望的计算

数学期望反映了随机变量平均取值的大小，它非常具有直观性，是一种最基本的数字特征.

Zoo

同d尸(0 < 00 ,则称 X
-OO

的数学期望e(X)存在，且有

/
8

cdFQ). (4.32)
-OO

注意上述定义中的积分形式均为黎曼-斯蒂尔切斯 (Riemann-Stieltjes)积分.特别地，若 X

为离散型随机变量，其分布律为 P(X = 3)= 物， 〃= 1,2,.・.;或为连续型随机变量，具有
概率密度函数 /(0,上述定义中的 (4.32)式则可相应地改写为

， OO OO

: ^\Xi\pi < OO,

E(X) = "=1 "T
/OO /OO
/ 劣)d/, / \x\f(x)dx < oo.

, J —8 J —OO

由定义可知，随机变量的期望完全依赖于其概率分布. 这就是说，若不同随机变量的概率

分布相同，则它们的期望也相同.这也是我们不仅仅对随机变量，也可以对概率分布来定义期

望的原因. 如果一个随机变量 X 的概率分布完全已知，那么我们可以利用它来计算 e(X).
但另一方面，概率分布用数学函数的形式完整地描述了随机变量的取值规律，在理论上它代

表了随机变量的全面性质；而期望则用一个数来描述随机变量的一个具有代表性的特征，从

而只是局部性质.当一个随机变量的概率分布未知时，利用定义去计算它的期望，就意味着我

们需要先求出它的全面性质，然后从中才能得出局部性质.在实际问题中，例如很多复杂的随

机现象，有时要描述一个随机变量的全面性质，即求出其概率分布是非常困难的，人们退而求

其次，获得像期望这样的局部性质也对研究的问题有所帮助. 这也从客观要求我们有一些在

计算期望时能避开概率分布的方法. 这些方法依赖于期望本身的数学性质，从而使得在计算

期望时不必每次都“绕道”到概率分布.

这里我们主要介绍两种避开概率分布求期望的方法.

利用期望的可加性求期望

期望的可加性是指随机变量和的期望等于随机变量期望的和，即若随机变量 X 和 y 的

期望均存在，则有

E(X + Y) = E(X) + E(y).

该性质也很容易被推广到可数个随机变量的情形. 这里值得注意的是，期望可加性的成立并

不需要随机变量之间的独立性. 这条性质虽然看起来平淡无奇，但给我们提供了一种计算期

望的方法，即分解法. 该方法的基本思路就是当一个随机变量的概率分布非常复杂从而难以
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求 X 的期望.

例4.43(超几何分布的期望) 设随机变量X 服从参数为(叫 的超几何分布，即从装

有 n 个球(其中 r 个红球,其余为黑球)的罐中随机取 m个球,其中红球数目 X 的分布律为

求出时，我们可以试着将其分解为若干个期望容易计算的随机变量之和.

求解用来计数的非负整值随机变量的期望是分解法最常用的场合. 下面我们根据概率论

中的三个经典问题来举例说明.

，n—r、
p（x = k）=

解 将 X 进行分解，以便能够利用期望的线性性质.

( 1, 第k 次抽出的是红球，
X =吊+&+…+ Rm, 治 =〈[ 0, 第k 次抽出的是黑球.

易知

P(国 = 1)= 1-P (Rk = 0)= 二n
以及

、 / 、 rE (EQ =1 x P(&；= 1)+ 0 x P(瑜 = 0) = -,n

所以

石(X) = E (Ri + _Z?2 + • … + Rm)

— E (Ri) + E (&) +…+ E (Rm) = — •n
如果直接计算，那么需要使用组合恒等式，远不如线性性质直观简便. 口

例 4.44(配对问题) 一场聚会上，n 个人各有一顶帽子，大家把帽子混在一起，每人随机
抽取一顶.若以 X 表示拿到自己帽子的人数，试求e(X).

解 我们以 Ai 来表示事件“第 i 个人拿到自己的帽子”，对应的示性变量记为 A4 =
n

1,2,…，孙 则我们立即有 X = 又由古典概型的知识易知，所有 li 均服从参数为 1加
2=1

的伯努利随机变量.从而由期望的可加性，有

/ n \ n n 1

成X）= E e4 =汇石（r=e/1.
\i=l / £=1 i=l

注 本题中的随机变量 X 的分布律为
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1 f XP(X = %)= 看£― ， k = 0,1,… ，儿
年！ 2!

2=0

从此结果也可以看出 X 的概率分布并非很容易就能求出的，并且依此分布律来计算期望

n

汇kP(X = k) 时也需要一定的计算量 (感兴趣的读者可以自己试试). 从而，在本题中利用
k=O

定义的方法来计算期望远不如分解法来得简洁明了.

例4.45(游程问题) 在只有 0 和 1 的序列中，把其中连续相连的 0 称为一个 0 游程，而

把连续相连的 1 称为 1 游程.例如，在序列

1 1 0 0 0 0 1 1 1 0 £10 0 0 0 1 1 1 1 0 0

中共有 8 个游程,0 游程和 1游程均有 4 个,分别用下划线标出.设有6个 0 和几个 1随机

地排成一行，以 R 表示其中游程的个数,试•求 E(R).

分析：在本题中欲对一般的 E和九求出 R 的分布律，其难度比上题中求 X 的分布律还
要大. 所以为了利用分解法，本题的关键之处就是如何用示性变量来表示游程在某个时刻是

否出现，为此我们分别考虑 0 游程和 1 游程，利用期望的可加性.

解 对任意 “1 2 m+ n)，记 X0 为该随机序列的第 i 个元素，则 羽均是取值为 0

或 1 的随机变量. 定义事件

4 = {Xi = 0}, Ai ={X〃_i = 1,X© = 0}, z = 2,3,• • • + n,

且记 A 为事件 的示性变量，展=1,2,���，恒+ m 那么，0 游程的个数 Ro 可表示为
m+n

冗o = £ 4-
e=1

另一方面，我们还可以得出 E(7i) = P(4i) = 及
m+ n

E(A) = ~—^7 z = 2,3, ••• ,m+ n.
(m + + n — 1)

故由期望的可加性可知

m+n
/ 丁 、 m+ mn
砌 二一---m-\-n

%=1

同理，对 1 游程的个数 Ri, 有

石(丛)=
n+mn
m-\-n

最后，再次利用期望的可加性可得

217?77
E(R) = 石(Ro) +石(必)= + 1.m+ n

167



第四章 随机变量的数字特征和极限定理

利用条件期望求期望

在求随机事件的概率时，一个最常用的基本技巧就是利用条件概率. 同样地，当一个随

机变量的概率分布很复杂而不易求得的时候，利用条件期望求它的期望也是一种常用的技巧.

这里主要使用的公式一般被称为平滑(全期望)公式，即对随机变量 x 和 y, 我们有

E(X)=ElE^Xn (4.33)

这里未对 X 与 Y 之间的关系有任何要求，仅需两边的期望均存在即可.

注意 (4.33)式中的 E(X|y) 通常是一个随机变量，特别地，若 Y 为离散型随机变量，其
分布律为 P(Y = %)= 0，/ = 1,2,…；或为连续型随机变量，具有概率密度函数 评

则 (4.33)式右边可改写为

OO

we(X|Y = %)巧
j=l

或 E(x|y =加 加

故利用全期望公式，我们在求期望 E(x) 时可以分两步走：先对任意实数 y 计算出条件期望

E(X\Y = g), 其值记为 g 然后再计算 题g(Y)], 结果即为所求. 从而，在实际问题求解时,
我们需要选择合适的随机变量 上 一般来说，选取的标准为：y 的概率分布比较容易求出，且
与目标随机变量 X 的关系比较密切，从而使得 E(X\Y = y)对任意实数 y 也容易计算.

利用全期望公式计算期望是使用很广泛的一种方法，还可以被推广到多维随机向量的场

合.下面以构造不同类型的随机向量为例说明如何求解目标随机变量的期望.

例4.46(例 4.12 续)

分析：我们用不同于例 4.12 的思路来解这个问题.窃贼为获得自由而奔走的时间是一个

离散型随机变量，其分布律是可求的，但表达起来比较烦琐.它显然依赖于窃贼第一次选择第

几扇门，故我们可以依此构造随机变量作为条件.

解以 X 表示窃贼为获自由而奔走的时间，以 Y 表示窃贼第一次所选择的门号.那么，

P(Y = 1)= P(Y = 2)= P(Y = 3)= ：,
且

石(X|Y = 1)= 3, 石(X|y = 2)= 5+石(X), E(X\Y = 3)= 7+石(X).

这些条件期望等式成立是因为若窃贼第一次就选 1 号门，则他以概率 1 经过 3 h 后获得自由;
若选择的是 2 号或 3 号门，则在经过 5 或 7 h 后回到原处，一切重新开始.从而，由全期望公

式，有
3

1

e(x)=£E(xy = /)p(y = /)= /3+(5+ e(x))+(7+ e(x))].
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上式为一个关于 E(X) 的一元一次方程，解之得 E(X) = 15.

例4.47 设几外,…，4,… 是一列独立同分布的随机变量，服从 U(O,1) 分布.记
n

X = min |n:£ U%〉1},
e=1

试求 E(X).

解 我们可以解决更一般的问题.设力>0,且记
n

Xt = min{几:^25〉1}.
，=1

现在我们来计算 h(t) = E(XV. 首先注意到

E(Xt\Ux=y)=[
由 U1 ~ U(0,1) 及全期望公式，对任意 0 <1< 1,我们有

咐= / 石(X"Ui=g)dg
Jo

= 1+ / h(t — g)dg = 1 + / h(x)dx.
Jo Jo

对上式两边同时求导，即得 h^t) = 欠(1)，于是 w(l) = ce\ 0 力 1. 由显然的边界条件

从0)= 1 即知常数 c= 1.故 h(t) =应 由此立知，所求 E(X) = 无(1)= e. 口

注 本题的背景就是这样的一个问题：平均需要多少条长度在 0—1 之间的线段使得它们

长度之和大于 1? 如果利用 X 的分布律来求 E(X), 我们可以通过

P(X >n) = P(Xi + X2+ • • •+ Xn 1)
oo

及适用于非负整值随机变量的公式 E(X) = fp(x > n) 来进行计算. 计算过程需要借助
n=0

于多重积分.这种方法虽然也可以像上面的解答一样适用于求更一般的 后⑴，0≤力≤l,但如

果想推广到 I> 1的情形就没有那么方便了.

例4.48 设(X,Y)服从二元正态分布NG 4岸或P),试用条件期望方法来计算 Cov(X, Y).

解 在例 4.27 中我们已计算过 Cov(X,Y), 这里我们用条件期望再来计算.由例 4.11知

E(XY = g) = a +pM("b)・
再由全期望公式，可得

E{XY) = E[E(XY\Y)] = E\YE(X\Y)]

=中 到
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故

= aE(Y)+ p—[E(Y2) - bE(Y)]

= ab+。"仍+董一俨)
=曲+ p(Ti(T2.

Cov(X, Y) = ab+ p(Ti(T2 — ab = pbi—

注 本题的结果是众所周知的，也出现在很多教材之中.但一般教材中采用的方法大多是

通过该二元正态分布的概率密度函数 八伤妨 来求解，即计算

OO

Cov(x,y) =
—00

/ (C 一 Q)(g — b)/(z,g)d/dg・
—00

该计算过程需要采用换元法来简化二重积分，比上面的解答要烦琐一些.

在一些比较复杂的随机现象中，避开分布去计算数学期望是很常见的，在科学研究中尤其

突出. 上面提到的两种方法也是最常见的基本方法. 在实际情况下，需要懂得灵活运用.除此

之外，还可以利用特征函数（或矩母函数、生成函数等）的性质来求解随机变量的期望或其他

的矩，这里就不再一一介绍了.

本章总结
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重点概念总结

在有些问题中，可以把随机变量 X

用若干个随机变量 X1,X2,・・・，X九
线性表出，而 X,的期望能计算，从

而利用期望的线性性能方便地求出

随机变量 X 的期望.

方差反映了数据的波动性、风险的大

小以及数据中的信息量. 在实际应用

中可以根据这三点性质来解释数据.

标准差由于与数据量纲相同，所以在

实际中经常应用.

协方差和相关系数反映了两个随机

变量之间线性相关的程度，为什么只

能反映线性相关？这从希尔伯特线

性空间中可以得到解释.由于相关系

数没有量纲，所以用得更多更广.

如果 (x,y)服从二元正态分布，那

么 x,y 之间的独立性和不相关性是
等价的. 这也是多元正态分布的重

要特性.一般情况下由不相关性推不

出独立性.

由于普适性，大数定律和中心极限定

理在各种场合下被广泛应用，特别在

统计推断中离不开这两个结论.但是

要注意到大数定律和中心极限定理

的成立是有一定条件的，实际应用中

要判断一下数据大体上能否满足这

些普适性条件.其次，在满足定理的

条件下，前 n项部分和的平均与期望

值之间的差在概率意义下为 数

量级，不可能比这个数量级更高了.

习 题

1. 篮球联赛的总决赛采用七战四胜制，即哪支球队先获得四场比赛的胜利即可获得该年度
的总冠军.假设4 B 两队势均力敌，即每场各队获胜的概率都为 p= 0.5, 以X 表示一

届总决赛的比赛场次，试求e(X).若 A 队每场获胜的概率均为 p= 0.6 呢？

2. 设随机变量 X 的期望存在，试证明：

(1)若 X 为非负整值随机变量,则

OO OO

E(X) =£P(X》几) =£P(X > n);
n=l n=O

(2) 若 X 为非负连续型随机变量，且分布函数为 FQ), 则

E(X) = / (1 — F(c))切
Jo

(3)若 X 为非负随机变量，则 (2)中的结论依然成立.

3. 设随机变量 X 的分布函数 = 0.50(7)+0.5@(土^)，其中 @(2)为标准正态分

布函数，求 E(X).
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4.设 X 为一个连续型随机变量，试对下列各种情形，分别求 E(X)和 Var(X).

(1)若 X 的密度函数为

2

/(^)= ^exp|-— n>0,

其中 c〉0 为常数，则称 X 服从瑞利 (Rayleigh)分布；

(2)若 X 的密度函数为

/3=牌部1(1一靖「°<.<1， .

其中％0〉o 为常数,TQ)为 r 函数，则称 x 服从 p 分布；
(3)若x的密度函数为

於"(旷加｛一(守｝，一，
’

其中月2> 0 为常数，则称 X 服从韦布尔分布.

5.设随机变量 X 的密度函数为

/(2)=a/+法+ c, 0 < / < 1,

且已知 E(X)= 0.5,Var(X)= 0.15.试求常数 a,b,c.

6.盲盒营销己成功地用于玩具销售，现在某快餐店也希望引入这种营销方式. 设按传统模

式销售，每天按每份 15 元计价可以售出 1 000 份，毛利润为 20%,现在改为盲盒营销,

盲盒内食品价格和出现概率构成如下：

价格/元 5 10 15 20 50

概率 0.2 0.3 0.3 0.1 0.1

按盲盒营销，平均每盒毛利润为 18%.在此模式下，设每天能售出 1 500 盒，问商家平均

每天毛利润有多少？比传统营销每天增加多少利润?

7.将 几 个球依次放入 n个盒子中，假设每个球放入每个盒子中是等可能的，试求放完后空

盒子个数的期望，以及当 n->oo 时空盒子的平均比例.

8.某零食厂商设计了一种营销策略，即在产品中放入一套有趣的卡片.假设这套卡片由 n = 12

张不同的卡通人物头像组成，且在每袋零食中随机放入其中一张.某人想集齐这套卡片,

设他一共需要买 Xn 袋该零食.试求：

9.

(2) lim e(恐)
n->oo \nInn/

现有 n｛n 1)个袋子，各装有 q 只白球和 b 只黑球. 先从第一个袋子中随机摸出一

球，然后把它放入第二个袋子中，混合后再从第二个袋子中随机摸出一球放入第三个袋
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子中，照此做法依次进行下去，最后从第 n个袋子中随机摸出一球.将这 n 次摸球中所

摸出的白球总个数记为孤，试求 E(Wn).

10. 设随机变量 X 的概率质量函数为 P(X = k)= C/k\,k = 0J,2,…，求 E(X2).

11. 设随机变量 X 只能取有限个正值 ci,比2,… ，僚伪》2), 证明：

E(X"+i)
lim = max %n—>oo E(Xn) 1≤^≤A:

12. 设随机变量 X 服从参数为 A 的指数分布.

(1)对任意常数 c> 0,证明 cX 服从参数为 X/c的指数分布；

(2)对任意正整数九2 1,计算 E(X)

13. 设随机变量 X 的密度函数为 f = 2(优 — 1),1 < / < 2,试求随机变量 Y = eX
和 Z = 1/X 的数学期望.

14. 设随机变量 X 服从参数为 4 和 M 的对数正态分布，即 MX - N(mM), 其密度函数
见例 4.15. 试求 X 的密度函数汉乃，期望 E(X) 和方差 Var(X).

15. 设随机变量 X 服从区间 (-R/2,以/2) 上的均匀分布. 试求期望 E(sinX),E(cosX)

及 E(XcosX).

16. 设X 为一随机变量，它的符号函数定义为

( 1, X〉0,

sgn(X) = { 0, X = 0,

[ —1, X<0.

X
~

U(-2,1),试求 Var(sgn(X));

(2)若 X 服从标准正态分布，试求 到sgn(X) - X].
17. 设随机变量 X 的密度函数为

= -…<8. •

试求 E(min{|X|,1}).

18. 设随机变量 X 的分布律为 P(X = 1)= P(X = 2)= 1/2,在给定 X = i的条件下，随

机变量 Y 服从均匀分布。(0,初 (e= 1,2).

(1)求 Y 的分布函数；
求期望 E(Y).

19. 设二维随机变量 (X,Y)服从二元正态分布 冼，登,P), 其中 从1 = 42 = 1,

eg = o/ = °・5, p= 0.5, t己
Z= |X-Y|, U = max{X,V}, V = min{X,Y}.
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(1)求 Z 的密度函数与期望 E(Z); (2)分别求数学期望 E(U) 和 E(W.

20. 假设有 n (n 3) 个不同的盒子与 m 个相同的小球，每个小球独立地以概率 pk 落入

第 k 个盒子 M).分别以 Xi,X2,・・・，*九 表示落入各个盒子的球数.试求:
E(Xz|Xi = k) 和 Var(X2|Xi = fc);

(2)石(X1+X2) 和 Var(Xi+X2 +…+ XJ k = l,2,…，心

21. (1)设随机变量 X 与 Y 相互独立,均服从泊松分布，参数分别为 人与出 对任何给定的
非负整数 k 私求 P(X = k|X + Y = m) 及 E(X \X^Y = m^
(2) 设随机变量 X 与 Y 相互独立，均服从二项分布 B(小p),对任何给定的非负整数
k 馆，求 P(X = k|X + V = m) 及 E(X \X +Y = m).

22. 假设随机变量 X 有分布律 P(X = 0) = P(X = 1) = P(X = 2) = 1/3,随机变量 Y
在 X = k 的条件下服从均值为 k,方差为 1 的正态分布，即 y|x = k

~
N(k,1).

(1)求随机变量 Y 的概率密度函数和期望；

(2)求随机变量 X+ Y 的分布函数；
(3)求随机变量 x 和 y 的协方差.

23. 某投资者希望投资两个金融产品，设两个金融产品在一年后的价值 (X,Y)服从二元正

态分布 N(出2%核,302,0.5),其中负值表示损失，正值表示收益.试求最优的投资组合,
即找 幻 £ [0, 1] 使得 sX+(1 — 的夏普比率 (Sharpe ratio)

二#X +(li)立
y/Var^X+(1-w)y)

达到最大.

24. 设某两个风险 (X,y)服从二元正态分布 N(如2%02,2。2,血/4),某投资者购买了一

个基于这两个风险和的金融衍生品(欧式看涨期权)，即到期收益为

(X+ y — 34)+ = max{X + Y — 3出0}.

(1)求到期收益的期望 E((X+ y — 34)+);

(2)求到期收益的方差 Var((X + F- 34)+).

25. 设 Xi,X2 是相互独立的随机变量，服从参数为 2 的指数分布，求 E(min{Xi,X2})
和 石(max{Xi,X2}).

26. 设 X1,X2,X3 服从球面{(01,为2,43) e 股3：若 +遥 +遥 = 1}上的均匀分布，求 X1+
X2 + X3 的期望 E(X1+ X2 + X3) 和方差 Var(Xi + X2 +X3).

27.试对下列常见的分布求其矩母函数：

(1)二项分布 B(n,p); (2)参数为 A 的泊松分布；
(3)参数为 A 的指数分布；(4)正态分布 N(h(t2).
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28.设某人连续独立地投掷一枚均匀的骰子(即投出点数 123,4,5,6 的概率均为 1/6),直到

点数和大于或等于 10 停止.

(1)求投掷次数的期望；

(2)求停止时点数和的期望.

29.设 Xi和 X2 是相互独立的指数分布随机变量，期望分别为 1和 2.定义

Y = min{Xi,X2} 和 Z = max{Xi,X?}.

求 (1) E(Y)和 E(Z); Var(Y)和 Var(Z).

30.已知二维随机变量(x,y)有概率分布如下：

X
y

-i 0 1

-1 0.1 0.2 0.2

0 0.05 0.1 0.15

1 0.05 0.05 0.1

求 Cov(x,y)和 Cov(x2,y2).

31.掷两颗均匀骰子，以 X 表示第一颗骰子掷出的点数，Y 表示两颗骰子所掷出的点数中

的最大值.

求 x,y的数学期望与方差； 求 Cov(x,y).

32.设随机变量 X,y 相互独立，具有共同分布 N(4曾2).设 Qe为两个常数.

求 Cov(aX +PKaX - 0Y);

当以 万 取何值时，aX+0y与 aX -0Y相互独立？
33.设随机变量 (X,y) ~

N(如外M'm'p), 其中 p〉0. 问是否存在两个常数 以0 使

得 Cov(aX +/y,QX-/3y)= 0? 如果存在请求出，否则请说明原因.

34.设随机变量(X,y)服从区域 G ={(gg):同+ |对 1}中的均匀分布.

(1)求 Cov(x,y)； x与 y是否相互独立？

35.设某人购买了保险，其一年内发生的汽车事故的次数是一个随机变量 N,其中 N 以概

率 1/3,1/2,1/6 取值 0,1,2.每次事故的索赔额服从期望为 2 000的指数分布,但其保

险合同中规定了免赔额为 700,即只赔付超过 700 的部分.求保险公司赔付给此人的事

故金额的期望和标准差.

36.投资组合是将总资本按一定比例分配于各种投资，以分散和降低风险，所谓风险通常

以方差来度量. 现假设某两种投资的回报率 x,y 都是随机变量，投资的风险 (即方
差)为 Var(X)= Var(F)=也 假设 pxY = _0.5,即两种投资呈负相关.记投资组合

中两种投资的比例分别为 R 和 I — n,则投资组合的回报率为 Z = TlX +(1 — r)上
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(1)试证明该投资组合 Z 的风险小于将所有资本投资于其中一个的风险；

(2)求使得投资组合风险最小的分配比例 兀

37.
Cov(Xi,X2) = Cov(Xi,E(X2|Xi));

假设存在常数 G E(X2IX1) = 1+ cXi, 证明

二

Cov(Xi,X2)
Varg •

38. 若 E(Xz|Xi) = 1,证明

Var(XiX2) Var(Xi).

39. 设 Xi,X2,…，Xn,. ��是独立同分布的随机变量序列，其分布为几何分布 Ge(p); 假设
它们与另一个随机变量 N 独立，且 N 服从二项分布 5(m q), G (0,1). 令 S =

£羽.求石(S|N = tz), Var(S|N = zi) 和 Var(S).
i=l

40. 设 N 是一个依赖于变量 t的随机变量，对1> 0,N 的分布律为

P(N(t)= k)=L察,次= 0,1,2,…，
设 T是一个期望为 Q, 方差为 b> 0 的非负随机变量.

求(1) Cov(T, N(T)); (2)Var(N(T)).

41. 设二维随机变量(X,Y)服从二元正态分布 N(l,2,4,9,0.3),求E(X|Y = 2)与E(XH+
Y\Y = 1).

42. 设｛Xnj= l,2,…｝和｛上，九 =1,2,�-｝为定义在同一样本空间上的两个随机变量

序歹U, 如果 X九与X,乙与上 证明 X九 +L与X+工
43. 设 Xi,X2,���，Xn,… 为一随机变量序列，且

X九 Ge (]) ， n = 1,2,3,•• • ,

其中人> 0 为常数.定义随机变量疆 为

— —Xn〉 n = 1,2,3,• • • .
n

证明｛%｝依分布收敛于 y, 其中 y w(a).

44. 设｛X九,h=1,2,•一｝和｛4m =1,2,���｝为定义在同一样本空间上的两个随机变量

序列，如果 Xngx,44 其中0 为常数.证明
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X九 +%2x+ c；
A ex；

(3) Xn/Yn 4X/c,这里 C非零.

45.设在每次试验中，某事件 A 发生的概率为 0.2,分别利用切比雪夫不等式及中心极限定

理估计，在 500 次独立重复试验中，事件 A 发生的次数在 80 到 120 之间的概率.

46.设 Xi,X2,…，X3… 为一列独立同分布的随机变量，满足 E(XQ = m,k = l,2,3,4,
n

利用中心极限定理说明 的渐近分布是什么.
i=i

47. 设各零件的质量都是随机变量,它们相互独立,且服从相同的分布,其数学期望为 0.5 kg,

标准差为 0.1 kg,问 5 000 只零件的总质量超过 2 510 kg的概率是多少？

48.(1)一个复杂的系统由 100 个相互独立起作用的部件所组成.在整个运行期间每个部件

损坏的概率为 0.10.为了使整个系统起作用，至少必须有 85个部件正常工作，求整个系

统起作用的概率.

(2)一个复杂的系统由 n 个相互独立起作用的部件所组成，且必须至少有 80% 的部件

工作才能使整个系统正常工作. 每个部件的可靠性为 0.90.问 n 至少为多大才能使系

统的可靠性不低于 0.95?

49.设某自动取款机每天有 200 次取款，设每次的取款额 (百元) 服从

{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

上的离散均匀分布，且每次取款额是相互独立的.试求该取款机要至少存入多少钱才能

保证以 95% 的概率不会出现余额不足.

50. 某种计算机在进行加法时，要对每个加数进行取整. 设每次取整的误差相互独立且服

从 (-0.5,0.5)上的均匀分布.

(1)若现在要进行 1 500次加法运算，求误差总和的绝对值超过 15的概率；

(2)若要保证误差总和的绝对值不超过 10 的概率不小于 0.90,至多只能进行多少次加

法运算？

51.设某生产线上组装每件产品的时间服从指数分布，平均需要 10 min,且各产品的组装时

间是相互独立的.

(1)试求组装 100件产品需要 15 h至 20 h 的概率；

(2)保证有 95% 的可能性，问 16 h 内最多可以组装多少件产品？

52.设某保险公司每年平均承保车险的车辆数为 2 400,每个参保车辆所交保险费为 5 000

元. 设每年内每个参保车辆的事故数 (即索赔次数)服从参数 (速率)为 2 的泊松分布,

即
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2“P{x = k) =^-：* = 0,1,2,….

且每次事故的索赔额度(元)服从 ［1 000,5 000］上的均匀分布.求平均每年保险公司盈

利 200 万元的概率.

53.* 设随机变量 X,0< a X b, E(|X|) < (X),证明

1 E(X) • E (Q+ 5产
4ab

54.* 设随机变量 Xi,X2 独立同分布，都只取正值，证明必有 E(X，X2) 1,等号成立

当且仅当 Xi,X2 只取一个值.(提示：后一结论是由于 Xi,X2 地位平等，所以也有

E(Xz/Xi)》1,故 E(X"X2)E(X2/Xi) 1,但是(XJX2)(X2/X1)三 1.)

55.* 设随机变量 X 取值于［0,1］, 证明 Var(X) 1/4.什么时候等号成立？把该结果推广到

0 < a X b 的情况.

56.* 设随机变量 X 的期望 从 存在，中位数记为 m.
明对任意实数 a E(|X-m|) 石(|X - N);

(2)若 Var(X) = a2 < 则 |m — /i| a.

57.* 某大型商场大体分为生活用品、首饰、家电手机、衣帽鞋类和饮食五大区域.根据以往

大数据资料的分析，认为周末 11:00-12:00 在商场的人数服从参数为 600 的泊松分布,

到上述五个区域的人流比例为 2:1:243. 为简单起见，假设每个人的行为独立.求

(1)到各个区域人数的期望和方差；

(2)计算各区域人数之间的协方差和相关系数.

58.* 设 /Q),gQ) 是［0,1］上的非负连续函数,且存在常数 g 使得 /⑶ cg(c). 用大数定
律证明下式成立：

Jo Jo Jo g(g)g(/2)…g(①九) 仪 爪⑶阪

提示：设 Xi,X2,…，X九 为独立同分布的随机变量，其公共分布为 c/(o, 1),记被积函数
为以6也2,…，而)，则上述重积分为 E股(Xi,X2,…，XV］,因为被积函数非负且有上
界，所以求极限与求期望可交换次序.

59.* 用中心极限定理证明：当九f oo 时,
n 卜 11
乙 k! 2'
fc=0

60. 考虑独立同分布的随机变量序列 Xi, X2, •・・ ,X".・・,其中 X。服从整数 {0,1,2,.・・ ,9}
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，=i

= 0.1X1+ 0.01X2 + • • •+ 0.1nXn.
直观上，这是区间［0,1］上一个随机数的有理数展开前 n 位. 证明当 几100 时，以依

分布收敛于［0,1］上的均匀分布随机变量 U, 即 P(Un 切T P(U e R.
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第五章 统计学基本概念

学习目标

了解有关的统计学发展简史

理解统计学中总体、样本和统计量这三个基本概念

理解简单随机样本

理解统计学中的三大统计分布的定义、性质以及有关上分位数的概念

理解样本分布和抽样分布的概念

掌握正态总体样本均值、样本方差等重要统计量与统计三大分布的关系

掌握与 0-1 分布总体、泊松分布总体以及指数分布总体等重要总体有关的统计
量的分布

了解获取数据的两种主要方法及注意事项

5.1 统计学发展简史

统计学在西方没有分为数理统计学和社会经济统计学.但是要溯源的话，有两个源头，一

是社会统计学，另一个是以概率论为基础的统计学.

社会统计学可以追溯到千年以前，无论是中国还是古罗马时代，都有关于人口、钱粮、土

地、地震和水旱灾害等的记录.现今通用的“统计学”(statistics)一词源于意大利文的 stato,
其词根兼有“国家”和“情况”的意义“统计学家”(statistician)一词源于意大利文 statista,
当时理解为“处理国务的人”，统计学则理解为对国务活动有兴趣的事实.统计学词根的意义

是对数据的收集、整理，让其适合于制定公共政策.

所以早期的统计学实际上是“国情学”，包括有关人口、经济、地理乃至政治方面的内容,

经过逐渐演变，到 19 世纪初才基本归于现在我们对这一学科的理解.最初在现代意义上使用

“统计学”一词的是英国辛克莱 (John Sinclair, 1754-1835). 但是系统地从事原始数据的整
理、分类和分析等工作,有著作出版并对后世统计学发展有重大影响的应该要推英国学者格朗

特 (John Graunt, 1620—1674), 他在 1662年发表的《关于死亡公报的自然和政治观察》一书

是描述性统计学的开山之作.其后是英国的佩蒂 (William Petty, 1623-1687), 他提出了政治
算术的思想.所谓的政治算术就是依据统计数字来分析政治、经济和社会问题,而不只是依靠

思辨和理论的推演.19 世纪比利时的凯特勒 (Adolphe Quetelet, 1796—1874)倡导并身体力

行将正态分布用于连续型数据的分析，被称为“凯特勒主义”.他了解正态分布是在 1823 年



5.1 统计学发展简史

访问巴黎期间，当时拉普拉斯已提出中心极限定理，高斯的正态误差理论也发表多年，极有可

能凯特勒的想法与上述因素的启发有关.虽然他的方法有点缺陷，无论如何他是 19 世纪最有

影响的统计学家之一.另一个重要贡献是 1835年在《人及其天赋的发展》书中提出了普通人

的概念.抽样调查是社会统计中一项非常重要的工作，1802年拉普拉斯受法国政府委托，用比

例法对法国人口进行了抽样调查，挪威的凯尔 (Anders Nicolai Kiaer, 1838—1919) 在 19世纪

最后的 20多年中领导了挪威的人口和农业的普查工作，提出和发展了他的“代表性抽样”思

想.下一个对抽样调查做出重大贡献的是鲍莱 (Arthur Lyon Bowley, 1869—1957),是他引入

了随机抽样方法.数理统计学家费希尔、莱曼 (Erich Leo Lehmann, 1917—2009)和印度的马

哈拉诺比斯 (Prasanta Chandra Mahalanobis, 1893—1972)对抽样方法的理论和实践也做出

过重要贡献.陈希孺 (1934-2005) 院士在其著作《数理统计学简史》(陈希孺,2002)作了详细
介绍.

另一条线是基于概率论为基础的统计发展史. 在西方，数理统计学专指统计方法的理论

基础.在我国有较广的含义，即包含方法、应用和理论基础.

按《不列颠百科全书》的说法，(数理)统计学是“收集和分析数据的科学和艺术”.施蒂

格勒 (George Joseph Stigler, 1911-1991)在 1986 年发表了现代统计学是一门“既是逻辑又

是方法”的统一学科这一观点.其实统计方法在科学上的应用已经有很长的历史了，将它确认

为一门独立的学科要追溯到 20 世纪 30 年代. 在这种基础上产生了各种统计思想. 其中之一

就是源于天文和地理测量中的联合测量难题上的数据分析. 最早的贡献就是 1800 年左右勒

让德 (Adrien Marie Legendre, 1752-1833)的最小二乘法以及高斯的正态误差分布理论. 第

二个分支是起源于概率论早期发展的不确定理论的基础.这里，数学家伯努利、棣莫弗、贝叶

斯、拉普拉斯、高斯和科尔莫戈罗夫奠定了概率模型结构的基础，同时也提供了从概率模型

得出关于数据结论的基础.

19 世纪后期在英国统计思想才有了本质性的加速，有关统计的一些概念起源于遗传和

生物计量学.小样本理论和方法是统计学告别其描述性时代而走向推断时代的两大标志之一

(另一个是奈曼-皮尔逊理论，它把统计问题归结为优化问题). 戈塞特 (William Sealy Gosset,
笔名 Student, 1876—1937) 关于 t 分布的工作被认为是小样本时代开创的标志. 相关关系

(高尔顿，Francis Galton, 1822—1911) 和回归这些主要的统计思想正是在这个时候发展起来
的. 1900 年 K. 皮尔逊发展了检验. 这是一个相当重要的概念性的突破，直到今天它还被用

作统计模型中科学假设的严格检验方法.伦敦大学的应用统计系在 1911 年由 K. 皮尔逊建

立，它是世界上第一个大学里的统计系.它的前身是优生学实验室和生物计量实验室.几年之

内，英国人费希尔创建了很多现代统计学的基础，可以说是“一位几乎独自建立现代统计科学

的天才”(安德斯 - 哈尔德语，Anders Hald, 1913—2007). 费希尔也是现代人类遗传学的创立
者，他具有极高的天赋.他创建了复杂试验的分析方法，即现在每天被科学家们成千上万次使

用的“方差分析”.他证明了似然函数可以用来研究几乎任一概率模型中的最优估计和检验

程序.受农业田间试验的启发，他建立并发展了试验设计的主要思想.费希尔有相当强烈的统
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计直觉.至少 20 世纪的一些重要工作都仅仅是弄清显著性和推广他田间试验的研究领域.在

随后的 20 世纪 30 年代的重要工作就是奈曼 (Jerzy Neyman, 1894—1981) 和皮尔逊 (Egon
Pearson, 1895—1980) 对假设检验的严格的理论发展了.这个理论已成为 20 世纪后期这个领

域中其他研究的基础.

到了 20 世纪中期，统计研究的重心从英国移到了美国.随后美国的统计学家做出了一些

开创性的工作. 哥伦比亚大学的瓦尔德 (Abraham Wald, 1902—1950) 是发展序贯分析的领
导者，这是第二次世界大战时期需要有效抽样而发展起来的一门学科.同时，他也是统计决策

理论发展方向的领导者. 这个时期的另一个大师级人物就是宾夕法尼亚州立大学的拉奥，他

在多元统计方面有很多的创新,解决了研究多维数据的复杂结构问题.普林斯顿的血基 (John
Tukey, 1915—2000) 则是现代数据分析之父.

在这段时期，统计学作为一门独立学科开始制度化和系统化,统计学不同于数学也不是数

学应用的特殊领域.

20 世纪很多重要的发展都出自建模和估计领域，这些研究出来的方法扩大了可用模型

的视野和拓宽了统计程序有效性的范围. 这些研究的一个重要副产品是所谓的大样本理论的

扩展——当数据样本量很大时统计过程的分布性质的研究. 不确定性的精确度量是统计推断
的关键部分. 大样本理论使统计学家们能够在很广的一类问题中计算这些度量得相当好的近

似值.

科学上的一个主要革命发生在 20世纪 70 年代，这次革命注定要永远改变统计学的面貌.

起初是笨拙地用打孔机打卡，但是计算机很快地取代了这种很慢的打孔方法,它完全改变了得

出统计分析结论的意义，它也改变了科学家们收集数据和存储数据的工作. 现在的统计学要

处理大数据和高维数据,要在人工智能方面发挥积极作用，就离不开高性能计算机和相关的计

算机软件，当然也离不开相关的统计方法和理论.所以统计学的根是概率论和计算机.

现在统计学已经深入到各行各业，凡是有数据处理的地方就需要统计学. 所以统计学面

临两方面的挑战：统计理论和方法的创新以适应互联网时代数据分析的需求以及统计学发展

的方向在哪里？《统计学：二H-一世纪的挑战和机遇》(LINDSAY et al, 2005)一文对这些问
题进行了讨论.

我国统计学的发展有点曲折，改革开放之前仅仅在中国人民大学和财经院校开设统计学

专业，主要是经济统计和社会统计的方向.只有少量的综合院校，例如北京大学和中国科学技

术大学等，开设了数理统计专业. 随着改革开放春天的来临，统计学的发展也迎来了春天. 其

中陈希孺院士在推进我国数理统计学方面的发展功不可没. 1998 年 9 月国家教育部颁布的

《普通高等学校本科专业目录和专业介绍》将统计学列为理学类一级学科. 在研究生教育层

面，2011 年 2 月国务院学位委员会第二十八次会议通过了新的《学位授予和人才培养学科目

录 (2011 年)》，统计学上升为一级学科，可授理学学位，也可以授经济学学位.经济社会统计

和数理统计正在融合，由此统计学在我国得到了极大的发展. 近年来，我国学者在生物统计、

大数据技术和应用等统计学的许多领域都取得了不俗的成绩. 目前，华人统计学家已是国际
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按照数据分析目的和使用工具的不同，统计分析一般可以分为四个主要分支：

9 描述性统计，对数据进行汇总，它有助于以简洁的方式解释数据，而不会丢失太多信息.

数据可以用数字或图形方式进行汇总，常常包括描述数据的频率分布、数据的中心趋势

和散布特点，以及两个变量之间的关系等. 均值、分位数、方差、偏度和峰度系数、直

方图和相关系数等都是用来描述汇总数据特征的常用量.

0 探索性分析,侧重于使用图形方法来深入研究数据并确定数据集中不同变量之间存在的

关系.常用工具包括频率分布图、箱线图、饼图、散点图等.因此,它们更类似于数据可

视化.

。预测分析，旨在基于一个或几个自变量来预测因变量. 根据要预测的数据类型，它通常
包含线性回归或分类等方法.

。推断性统计，使用从总体中抽取的随机数据样本进行推断，即得出关于总体的结论. 换
句话说，来自样本的信息用于对总体中感兴趣的参数进行概括. 推断性统计中的两个主

要工具是置信区间和假设检验.

推断性统计是数理统计学中重要的核心内容.陈希孺（2009）定义数理统计学为

定义 5.1
数理统计学使用概率论和数学方法，研究怎样有效地收集（试验或观测）带有随机误差

的数据，并在设定的模型（称为统计模型）之下，对这种数据进行分析（称为统计分析）,

对所研究的问题作出推断（称为统计推断），以便对所提问题作出尽可能正确的结论.

为什么是“尽可能正确”？ 因为数据一般是带有随机性的误差，即我们的样本来自总

体，至于哪些个体被抽到，在抽样方案实施之前是不知道的.所以通过分析这些数据而作出结

论，就难保不出差错. 统计分析的要点就是使可能产生的错误越小越好，而这就需要概率论的

工具.

我们不准备在这儿讨论如何有效地收集带有随机误差的数据，这是统计学中两个重要领

域一一抽样调查和试验设计的研究内容. 下面主要讨论如何分析数据，进而对所研究的问题

作出统计推断.所谓统计推断，主要是估计和假设检验问题.

例 5.1 某企业生产的纺织品是否为好的产品，一是看面料，其次是看单位长度面料中的

瑕疵点的多少. 由以前该企业的产品可以认为单位长度面料中的瑕疵点数服从泊松分布. 在

实际应用中，我们可以提出许多感兴趣的问题.例如：
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(1)单位长度面料中的平均瑕疵点有多少？

(2)如果你是使用单位，要求单位长度面料中的平均瑕疵点不超过某个指定的数 Q, 比如

2个，经检验现在该企业产品单位长度面料中的平均瑕疵点为 3个，你能接受这批产品吗？

在此“单位长度面料中的瑕疵点数服从泊松分布”提供了一个统计模型，如果你知道了

该分布中参数 A 的值，则由第四章可知，平均值就是期望 A, 于是两个问题都能得到回答.但

是在实际中，A 往往是未知的，因此我们只能从该批产品中随机抽取 n 包,检查这 n 包产品中

单位长度面料中的瑕疵点数 Xi,X2,・・・ 叱 有了这个样本，一个自然的想法是用算术平均

值 X= (Xi + X2 +…+X^/n 去估计平均瑕疵点数. 根据大数定律，虽然不与人 不可能
完全一致，但也不会相差太多，但是误差到底有多大？产生指定大小误差的概率有多大？为了

使这个概率降到指定的“小概率”(例如 0.05 或 0.01), 我们要抽取多少包产品？这些问题的
解决和相关的理论，就是数理统计学研究的内容.

本例提到的第一个问题称为参数估计问题，因为 A 是我们所用泊松分布模型中的未知参
数，问题是由样本来估计 A 这个参数. 当然也可以根据样本给出一个区间，把参数 A 估计在
这个区间中. 由于样本有随机性，所以由样本构造的区间也是随机的，其不一定包含参数 A.
如何构造这种区间？这种区间包含参数 A 的概率有多大？这称为区间估计问题.参数估计是
最重要的统计问题之一.

第二个问题中，如果用 X 估计均值 A, 一种自然的想法是看 X 是否小于等于某个数 c,
若又 c, 则接受该批产品，否则拒绝.但是 c 取多少为好？前面己经指出，由样本得到的不

是随机变量，每次取值不会一样，很可能这批产品单位长度面料中的平均瑕疵点不超过 2,但

是不幸抽到了几包瑕疵点较多的个体，从而 X 超过了 2,拒收对生产企业不公平. 当然也会

发生产品不合格但是侥幸过关的情况. 所以 c 定多少为好？在统计理论上来说，无论如何定

G 都可能犯如下两种错误之一：一是产品单位长度面料中的平均瑕疵点不超过。但是被拒收

了，二是单位长度面料中的平均瑕疵点超过了 c 但是被接受了. 这两种错误各有一定的规律,
它们在很大程度上决定了了 0 中 c 的选择. 这类问题与估计问题不同，它不是要对分布中

的参数进行估计，而是要在两个决定 (本问题中就是接受还是拒绝)中选择一个，称为假设检

验问题，也是最重要的统计问题之一.

所以统计推断的理论和方法中，最主要的是估计和假设检验这两个问题. 为了能够了解

有关统计推断的理论和方法，有必要熟悉统计学中的几个重要概念.

5.2.1 总体 (population)

总体是研究对象的全体.但是再往深处想一下，我们不是对研究对象的什么特性都感兴

趣，例如我们要研究某企业 LED 灯的寿命，则我们对 LED 灯的颜色和形状没有要求；我们要
调查一个地区 15 18 岁青少年的身高，则我们仅对身高有兴趣，对青少年的其他特性没有要
求.换句话说，我们仅对研究对象某个指标的取值以及指标取值于某个区间的概率感兴趣.这
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就是统计总体.

定义 5.2 统计总体

研究对象某个指标取值的全体以及取这些值的概率分布，称为统计总体，简称总体.

由统计总体的定义及随机变量分布的定义，我们看到总体就是一个分布. 我们经常称一

个随机变量服从某个分布，所以常常称一个总体为某某分布总体，例如正态总体，二项分布总

体等. 而总体也往往用随机变量 X 来表示. 例如我们称身高 H - N(//42), 就是指身高 H
的取值是统计总体，服从正态分布. 这里还要注意到，身高只能在一定范围内变化，为什么能

称它是在整条直线上变化的正态总体呢？由正态分布的性质，取值超过［4- 30,4+ 3日这一

事件是严标准下的小概率事件，所以我们可以在一定的范围内用正态分布来描述总体的取值

规律.围绕正态分布就能建立深入有效的统计方法，为分析总体的统计推断带来不少方便.其

他分布也有类似的解释.

5.2.2 样本 (sample)

总体一般很大，不可能研究或观测每个个体.为了了解总体，可以抽取总体中的一部分个

体进行观测或分析，这些个体称为样本.

定义 5.3 样本

从总体中按一定的方式抽取的 n 个个体 X = (Xi,X2,・・・ 称为是样本量 (sam¬
ple size) 为 n的一个样本.

从总体中按一定方式抽取样本的行为称为抽样，抽样的目的是通过取得的样本对总体分

布中的某些未知因素做出推断,为了使抽取的样本能很好地反映总体的信息、，必须考虑抽样方

法.常用的抽样方法有不放回抽样和放回抽样两种方法.最常用的一种抽样方法叫做“简单随

机抽样”，它要求满足下列两条：

(1)代表性.总体中的每一个体都有同等机会被抽入样本，这意味着样本中每个个体与所

考察的总体具有相同分布.因此,任一样本中的个体都具有代表性.

(2)独立性. 样本中每一个体取什么值并不影响其他个体取什么值. 这意味着，样本中各

个体 Xi,X2,・・・ 是相互独立的随机变量.

由简单随机抽样获得的样本 称为简单随机样本，也称为简单样本. 在

没有歧义的时候也常常简称为样本.

性质 设 X1,X2,・・・ 为从总体 F 中抽取的样本量为 n 的简单随机样本，则

(1) Xi,X2,・・・ ,X九相互独立；
(2) Xi,X2,…，X九 相同分布，即同有分布？

由简单随机抽样的定义，有放回抽样得到的样本是简单随机样本.
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设总体为 F,(Xi*2,…，Xn)为从此总体中抽取的简单样本，则 Xi,X2,・・・，Xn 的联
合分布函数为

n

• • • FQn) =
£=1

若 F 有概率密度函数 了,则其联合概率密度函数为

/(61)/3)… /(^n) =n /(0)，
i=l

金 注 对样本来说，

(1)不放回抽样也是常用的一种方法，容易得出在不放回抽样中，抽到总体中每个个体的

概率是相同的，即有代表性.但是前面抽取的样本影响了后面样本取值的概率，即样本之间不

是相互独立的，所以获得的样本不是简单随机样本.在实际抽样方法中，根据问题的不同还有

分层抽样、整体抽样和等距抽样等抽样方式.

(2)这里 n 称为样本量，由于试验规定要抽取 n 个个体试验才结束，因此被抽到的 n 个

个体放在一起称为一 样本，不是几 个样本.

(3) 样本是随机向量还是一组数？ 一般而言，抽样方案实施之前，由于不能确定抽到哪

个个体，确定不了样本指标的具体取值，所以样本视为随机向量，用大写的英文字母 (Xi,

X2r.- ,Xn) 表示，常称为样本量；抽样方案实施后，确定了个体，所以也确定了指标的取值,
这时样本是一组数，用小写的英文字母 (N1,为2,, •・ ，①九) 表示，称为样本的一个实现，也称为样

本值.这个特点称为样本的“二重性”.视样本为随机变量还是具体的数值，依赖于我们的目

的. 一般当我们要研究某个统计方法的有关性质，此时主要目的在于了解该方法的普适性质,

其不应依赖于具体的样本值，因此往往把样本视为随机变量. 在实际使用中，当我们想要了解

当前试验结果下关于总体分布的感兴趣参数或与分布有关的量时，我们把样本视为一组数，使

用相应的统计方法得到感兴趣参数或与分布有关量的结果.

剧实验 扫描实验 12的二维码进行总体与样本的模拟实验，理解总体是研究对象的全体，以及总

些翘爵1 体是随机变量这一概念的抽象过程. 观察不同总体下样本的分布随样本量的变化，以及其与
总体分布的形状比较.

日餐鳖 例5.2 假定一批产品有 10 000 件，其中有正品也有废品，为估计废品率，我们往往从中

随机抽取一部分，如 100件进行检查.试描述该总体和样本.

解 宏观上来说，可以说总体就是这批 10 000 件产品，其中的每件产品称为个体，总体中

个体的数目 10 000 称为总体容量；而从中随机抽取的 100 件产品称为样本.样本中个体的数

目 100 称为样本量. 而抽取样本的行为过程称为抽样.

本例中，我们感兴趣的问题是了解总体中废品率. 若一件产品为正品用 0 表示，废品用 1

表示，从而我们关心每个个体取值是 0 还是 1. 因此总体可以看成是由所有个体上的这种 0

和 1数量指标构成的集合，它是数的集合. 这种由 0 和 1 组成的数量集合可以看成为下述随
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机变量 X 在每个个体上的值：

/1, 废品,A = <

{ 0, 正品,

其概率分布为 0-1 分布，且有 P（X = 1）= p. p 为废品率. 于是，总体可以视为是随机变量

X,感兴趣的问题是使用样本推断 0. 在有放回抽样中，样本（X1,X2,���，Xn）S= 100）为

i.i.d.（相互独立且同分布于 X）,即样本量为 100 的简单随机样本. 口

样本既然可以视为随机变量，就有一定的概率分布，这个概率分布就叫做样本分布.样本

分布是样本所受随机性影响的最完整的描述. 要决定样本分布，就要根据样本值的具体指标

的性质（这往往涉及有关的专业知识），以及对抽样方式和对试验进行的方式的了解，此外常

常还必须加一些人为的假定.下面看一些例子：

例5.3 一大批产品共有 N个,其中废品 M 个,N 已知，而 M 未知.现在从中抽出 n件

产品加以检验，用以估计 M或废品率 p= M/N.抽取方式为

（1）有放回抽样，即每次抽样后记下结果，然后将其放回去，再抽第二个，直到抽完 n 个

为止；

（2）不放回抽样，即一次抽一个，依次抽取，直到抽完 n 个为止.

求样本分布.

解 （1）在有放回抽样情形，各次抽取相互独立且每次抽样时，N 个产品中的每一个皆以

1/N 的概率被抽出，此时
M N-Mp（x =1）= 方，

p（羽 = o）=f-,

故有

尸（Xi = g,X2=%…， = 力九）=（讨）（一——） , （5.1）

n

当 N1,g,… 口都为 0或 1,且 = 0 时（其余情形为 o）.
z=i

（2）若采取不放回抽样，则样本 X1,X2,・・・，Xn 不是相互独立的，样本分布可以通过利用
n

乘法公式和条件概率计算出来，读者可作为练习，现将结果给出如下：记 = Q,利用概率
e=1

乘法公式易求

P（Xi — XX,X? = 力2,，，•,Xn — 1九）_ MM-1 M - a+1N -M N -M +
二

~N N-l
…
N-a+1 N-a N-—+1 ， （ '）

n

当 11逆2,… 九都为 0,1,且 = a 时（其余情形为 0）.
4=1

当 n/N 很小时，（5.2）和（5.1）差别很小. 因而当 n/N 很小时可把上例中的无放回抽样
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近似当作有放回抽样来处理. 口

样本分布是对我们拥有的信息（数量指标的信息、抽样方式、认为假设等）的完整描述,

因此也称为是所研究问题的统计模型、概率模型或数学模型.由于模型只取决于样本的分布,

故常把分布的名称作为模型的名称.如下述例 5.4 中样本分布为正态分布，可称其为正态模
型. 因此把模型和样本紧密联系起来是必要的. 统计分析的依据是样本，从统计上说，只有规

定了样本的分布，问题才算真正明确了.

下例告诉我们是怎样对一个具体问题建立统计模型的.

例 5.4 为估计一物件的质量 生 用一架天平将它重复称 n 次，结果记为 ，X明

求样本 Xi,X2,・・・，Xn 的联合分布.

解 要定出 Xi,X2,•…，Xn 的分布，就没有前面例子那种简单的算法，需要作一些假
定：（1）假定各次称重是独立进行的，即某次称重结果不受其他次称重结果的影响. 这样

Xi,X2,・・・ 九 就可以认为是相互独立的随机变量.（2）假定各次称重是在“相同条件”下进

行的，可理解为每次用同一天平，每次称重由同一人操作，且周围环境（如温度、湿度等）都相

同. 在这个假定下，可认为 X1,X2,・・・，Xn 是同分布的. 在上述两个假定下，X1,X2,・・・，Xn
是 n 个独立同分布的随机变量，即为简单随机样本.

为确定 X1,X2,・・・ 的联合分布，在以上假定之下求出 X1 的分布即可. 在此考虑称
重误差的特性：这种误差一般由大量的、彼此独立起作用的随机误差叠加而成，而每一个起的

作用都很小. 由概率论中的中心极限定理可知这种误差近似服从正态分布. 再假定天平没有

系统误差，则可进一步假定此误差为均值为 0 的正态分布. 可以把 X1（它可视为物件的质量
0 加上称量误差之和）的概率分布为 NQ号.因此简单随机样本 Xi,X2,・・・ 九 的联合分

布函数为

1
n

/（m物… ，标）= exp{ -行工（伤 -0产卜 （5.3）
2=1

即建立了该问题的统计模型.需要指出的是，不同的假定可以得到不同的统计模型. 口

本例中求样本分布，引入两种假定：⑴ 导出样本 Xi,X2,・・・，Xn i.i.d. 的假定，（ii）正态

假定，这一点依据问题的性质、概率论的极限理论和以往经验.

在有了统计模型后，很多性质不一样的问题，可以归入到同一模型下. 例如涉及测量误

差的问题，只要例 5.4 中叙述的假定误差服从正态分布的理由成立，则都可以用正态模型

（5.3）. 只要把这个模型中的统计问题研究清楚了，就可以解决许多不同专业部门中的这样一

类问题.

另一方面，同一模型下可以提出很多不同的统计问题.如例 5.4的 N（a,c2）模型中，有了
样本 Xi,X2,一�，Xn,并规定分布（5.3）后就有了一个统计模型.在这个模型下可提出一些统

计问题，如在例 5.4 中，我们的问题是估计物件的质量 a. 为了考察天平的精度我们可以提出
估计 M 的问题，当然我们还可以对 q和 M 提出假设检验和区间估计问题等.
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扫描视频 18的二维码观看关于总体、样本和统计量的讲解.

5.2.3 统计量 (statistic)

统计的任务是通过样本去推断总体. 而样本自身是一些杂乱无章的数字，要对这些数字

进行加工整理，计算出一些有用的量. 可以这样理解：这种由样本算出来的量，把样本中与所

要解决的问题有关的信息集中起来了.我们把这种量称为统计量，其定义如下：

定义 5.4 统计量

完全由样本 X =(Xi,X2,…，Xn)决定的量称为统计量 (statistic). .
吊

金 注 由定义，统计量是样本的函数.

(1)“完全”是指统计量中不能有其他未知参数，例如当 儿是一个给定的常数时，至¬4
是统计量，当 从作为未知参数时，又—4 就不是统计量.

(2) 由于样本有二重性，所以统计量也有二重性，既可以视为随机变量也可以视为具体

数值.

(3)统计量不是人为随意造出来的，它们是为了解决种种统计推断问题而产生的.

设XL,…、Xn 是从某总体 X 中抽取的一个简单样本，则常见的统计量包括：

。样本均值 (sample mean):

它反映了总体均值的信息.

样本方差 (sample variance):

$2
o=1

它反映总体方差的信息.而 S称为样本标准差，它反映了总体标准差的信息.

® 样本矩 (sample moment):

ak = -Yx^ =
" £=1

称为样本 k 阶原点矩,特别地，当 k = 1时，幻 =X即样本均值.

1
九 _

桃=-e(右-对，k=2,3「・

nx = -Cm,
" 4=1

1 n
-

视频18 总体、样
本和统计量

称为样本 k 阶中心矩.
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当样本为简单随机样本时，由大数定律知 X与 4以及小2 4 其他矩也依概率

收敛到相应的总体矩.

® 样本偏度系数 (sample skewness coefficient):

(5.4)

它反映了总体偏度（见（4.17））的信息.

样本峰度系数 (sample kurtosis coefficient):

莺4/ e(x-X) (5.5)

它反映了总体峰度（见（4.18））的信息.

样本相关系数（sample coefficient of correlation）: 设（Xi,匕），（X?,K）,•••,（X^,%）为

从二维总体 F（x,y）中抽取的样本，则称

£(x,-X)(K-F)

£(■-P)

为样本相关系数，也称为皮尔逊相关系数.它反映总体相关系数（见（4.22））的信息.

。次序统计量（order statistics）及其有关统计量：把样本按大小排列为

X（i） X … *（孙

则称（X（i）,n2）L�，Xs））为次序统计量，（X X ，…，X（m）的任一部分也称为次
序统计量.

利用次序统计量可以定义下列统计量：

样本中位数（sample median）:

n为奇数,

+ X（要 +1）］, n为偶数,
/ —

它反映总体中位数的信息. 当总体分布关于某点对称时，对称中心既是总体中位数又是

总体均值，故此时 mn 也反映总体均值的信息.

（2）极值：X 和 X⑺ 称为样本的极小值和极大值. 极值统计量在关于灾害问题
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5.3 抽样分布

和材料试验的统计分析中是常用的统计量. max X4- min 称为极差 (range).

(3)样本 p分位数：X([s+i)p]), 其中 [(n+ 1)回 表示 (八+ l)p的整数部分.常见样
本分位数包括样本四分位数 X([(n+1)/4]),X([(n+1)/2]),X([3(n+l)/4]), 以及样本内四分位
距X®计1)/4]) - X([m+i)/4])・
经验分布函数 (empirical distribution function):

{Xl,X2,•••,Xr^中≤力的个数}
品⑺ =

n
1 九 n

= 元e/(-8团(X(o)) = ~ /(-8,可(X0 (5.8)
e=1 2=1

称为样本 X1,z,•…，Xm的经验分布函数.它的图形是一个阶梯形的分布函数(如图 5.1

所示)，在 X 处有跳 1/九 由大数定律，对几乎每个 应乙(r)依概率收敛于总体分布

函数 r(/).

由定义可知 品(乃 是仅依赖于样本 X1,X2,…，Xn 的函数，因此它是统计量.它
可能取值为 0, ,吃3，1. 若记 X = /(—8闽(M),"1,2,…m则 =

n n n 、 ， j

1) = F P(匕 = 0) = 1 — FQ), 且匕,K,…，％ i.i.d B(1,FQ)), 故 nFn(x)=
n

£K~b(n,F3),因此对 k = 0,1,…，几有
2=1

5.3 抽样分布

在统计推断中，离不开由样本构造的统计量，统计量对样本中的相关信息进行了集中，统

计量的分布描述了我们对这种信息的所有认识.
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设 (X1,X2,…，X九) 为一个样本，统计量 T = T(X1,X2,…，Xn) 的分布称为抽样分
布 (sampling distribution). .

金 注 需要注意的是区分样本分布和抽样分布的不同.

视频 扫描视频 19 的二维码观看关于抽样分布的讲解.

E 例 5.5 设 X = (Xi,X2,…，X") 为来自总体 X
~

B(l,p) 的简单样本，求 T(X) =

exo 的抽样分布.
视频19 抽样分布

解 由二项分布的再生性易知 T(X) = E及�
例5.6 设 X = (X1,X2,…，Xn) 为来自总体 X U(0,0) 的简单样本，其中 9〉0为参

数.求统计量 T(X) = max X6 = X(。)的抽样分布.
l≤^≤n

解 类似于例 3.26 知，取⑴ =(F n,其中 F 为总体分布函数. 因此易知 T 的分布函

概率密度函数为

血实验 扫描实验 13的二维码进行抽样分布的模拟实验，对不同总体选择统计量，观察在不同样

回
本量和抽样次数下的抽样分布形状. 观察统计量的值随样本量增加与相应总体特征值之间的

关系.

回陵就
实验】3抽样分布 5.3.1 样本均值和样本方差的分布

正态总体在统计推断中具有举足轻重的地位.对正态总体中的参数进行推断时候,常常需

要用到样本均值和样本方差及其函数的分布.例如在估计正态均值 4 时，会用到样本均值 X,

要估计 X 与 4 之间的误差，就要知道了的分布. 当用样本方差构造区间来估计正态分布的

方差范围时，要知道样本方差的分布，在方差未知时 (一般我们仅仅有一堆数据，并假定了总

体的类型，不可能知道总体的均值和方差)，我们要检验正态总体的均值是否等于某个给定的

数 40,要用到统计量 的分布等.样本均值和样本方差的分布与如下“统计三大

分布”有着密切的关系.
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1. 又2 分布

定义 5.6 x2 分布
设样本 (Xi,X2,・・・，Xn) 为来自标准正态总体的一个简单随机样本，称

x = x"x"…+ x^
服从自由度为 几的公 分布，记为 x xl

由数学归纳法与独立随机变量和的概率密度函数公式可以求得 X卷 分布的概率密度函

数为

k九(劣)= 2rl/2
e "2力伽 2)/2/(o,8) (5.9)

血实验 扫描实验 14 的二维码进行f 分布模拟实验，观察不同自由度下分布的形状.

X2 分布的概率密度函数的支撑集 (使概率密度函数值取值为正的集合) 为 (0,oo), 从
图 5.2 可见当自由度 n = 1,2 时曲线单调下降趋于 0. 当"2 3 时曲线有单峰，从 。开 面谈随

实验14 x2 分布
始先单调上升，在一定位置达到峰值，然后单调下降趋于 0.

若 X
~

记 P(X > c) = a, 则 c = X氢a) 称为自由度为 几的 X需 分布的上 a

分位数 (如图 5.2 所示). 当 a 和九 给定时，可查表求出 x氢® 之值，例如 Xfo(O・Ol) =
23.209, 或(0.05) = 12.592 等.

性质 X2 分布具有下列性质：
X 焉, 则容易算得项x) = n,Var(X) = 2n.

x 且 x,y 独立，则 z=x+y~xg+小

@ 注 若记Ga(aJ) 为具有如下概率密度函数的概率分布：

f 1〉0,
p(n;a, xX) = <「9)

0, 力 0,
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其中 F(a) 函数的定义见 (4.15) 式，则自由度为 几的 分布与 r分布的关系为 w =
2=1

Ga(n/2,l/2). 也可以利用这一关系给出 x? 分布的定义，即若随机变量 e 的概率密度函数为
Ga(%/2J/2),则称s为服从自由度为几的f分布. 另一方面，若V Ga(a,k 则 Z= 2XT x第

2,力 分布

t分布是英国统计学家戈塞特在 1907 年以 Student 笔名首次发表的.它是数理统计学中
最重要的分布之一，在统计推断中发挥着重要作用.

定义 5.7 t 分布

设 x
~ n(o,1),y xK 且 x,y 相互独立，称

服从自由度为 n 的 力 分布，记为了~如.

用独立随机变量商的概率密度函数公式可以求得 tn 分布的概率密度函数为

F(/ + l)/2) / f
"师I>/2) V n

一(九+1)/2

, t e M. (5.10)

性质 1分布具有下列性质：

(1) 当九 = 1 时，力1 分布就是柯西分布，此时概率密度函数为

• Wil-)，北眩

(2) 若 T
~
a,则当 n 2 2 时，由对称性可得EW = 0; 当 八)3 时，Var(T) = .

TL 2

(3) 当九 T OO 时，% 分布的概率密度函数趋于标准正态分布概率密度函数，即

lim %⑴ =以9
nTg

bllL 实验 扫描实验 15 的二维码进行 t 分布模拟实验，观察不同自由度下分布的形状及其与标

群策等 准正态分布之间的关系. 当自由度 71 多大时其密度函数曲线与标准正态分布密度函数曲线

霾重合？

实验15 t 分布 图 5.3 给出了 t 分布的密度函数形状. tn 的概率密度函数曲线与标准正态分布 N(0,l)
的概率密度函数曲线很相似，它们都关于原点对称，单峰偶函数，在 i= 0 处达到极大.但 tn
的峰值低于标准正态分布的峰值，tn 的两侧尾部要比标准正态分布的两侧尾部粗一些.

若 T �如，记 P(T >c)= a,则 c =%(a) 称为自由度为 n 的 t分布的上 a 分位数.当
a和n给定时,¬(a) 可查表求出,例如 土12(0・05) = 1.782 3,^(0.025) = 2.262 2 等.

194



5.3 抽样分布

图 5.3 力 分布概率密度函数和分位数

3. F 分布

F 分布在方差分析中有重要应用. 该统计量来自用样本方差的比值来估计两个独立总体

方差的比值.

定义 5.8 F 分布

设x xM,y ~ xm 且 相互独立，称

必
Y/n

服从自由度为 m,rt的 F 分布，记为 F Fm,n.

用独立随机变量商的概率密度函数公式可以求得 Fm^n 分布的概率密度函数为

fm,n^ = +几尸…)/2/(0,8)3. (5.11)

注意 分布的自由度 m和n 是有顺序的，当？72 次九时，若将自由度 TH 和九的顺序

互换一下，得到的是两个不同的 F分布.从图 5.4可见对给定 m = 10,n取不同值时

的形状，我们看到曲线是偏态的，n越小偏态越严重.

血实验 扫描实验 16的二维码进行 F 分布模拟实验，观察不同自由度下分布的形状. 5感需
若 b
~ Fm,n,记 P(F> c)=以则 c = Fmm(a)称为 F分布的上 a 分位数(如图 5.5所 9籁编

示).当他 几和 a给定时，可查表求出 /.(a)之值,例如 F4,1o(O.O5) = 3.48, Fio,i5(O.Ol) =

3.80 等.这在区间估计和假设检验问题中常常用到.

性质 F 分布具有下列性质：

若 Z
~ Fm,n,则 l/z~ Fn,m；

(2) 若 T
~如,

则/
~外加

(3) Fm)n(l - a)= l/Fn?m(Q).
以上性质中 (1)和(2)是显然的，(3)的证明不难.尤其性质(3)在应用中会常常用到.因

为当 a 为较小的数，如 a = 0.05或 a = 0.01,且当 m,n 给定时，从己有的 F 分布表上查不
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第五章 统计学基本概念

证 (1) 对独立的正态随机变量的线性组合，由正态分布的再生性易证其分布仍为正态

定理 5.1

到小,九(1 一 0.05) 和小m(1— 0.01) 之值，但它们的值可利用性质 (3)求得,因为同师(0.05)

和耳历(0.01) 是可查 F 分布表求出.

又和 S2 相互独立;
进而，

通常人们把 X2 分布、t 分布、F 分布这三个分布合称为“统计三大分布”，主要是它们
在统计学中有广泛应用. 利用三大分布定义，对于正态总体下的样本均值和样本方差的分布,

我们有如下结论.

特别，当 Ci = C2 = …

1

S2 = 刀)2 为样本方差，则
2=1

设随机变量 Xi,X2,・・・，X。i.i.d. ~N(442), 4C2,… ，。。是不全为零的常数，则有
(1)独立的正态随机变量线性组合服从正态分布，即

/71 n

（从比q42寸或
'k=l k=l

n

T = ^ckXk N
fc=i

i i 九

即 T = — Tm =至 为样本均值时，有n ni
2=1

IS?
f-1—1，

�力…

分布.
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5.3 抽样分布

(2) 记 X = (Xi,X2,・・・，X")T,利用多元正态分布联合概率密度函数的矩阵表示形式,
并且注意到样本方差可以等价表示为 S-1)S2 - xTx-nx\ 取正交矩阵

/ 1 1

画
.

1 、
A= 021 @22 • • 02九

1 ^nl a九2 • • ^nn /

由正交变换保持向量长度不变可知

这一正交矩阵的存在性由施密特 (Schmidt) 正交化方法保证.作正交变换 Y = AX,故有
n

k =孤 =血X,
V 6=1

匕
2 +丐+…+4 = x"x^ +…+ X%

所以
n n n n

(n- 1)S2 = £(X〃-对 =£X? -几胃=£呼 —匕2 =£斤 (5.12)
2=1 £=1 2=1 1=2

由多元正态分布联合概率密度函数和多元密度变换公式可知匕 ~N(奥曾2), £ = 2,3,•••,八.

再由 A 的行向量正交性可知

(5.13)

以及
nn

aik(Xk — 从)^2 Q,z (Xz — 从)Cov(K, X) = E［(K -E(K))(匕一^))］= E
z=i_k=l

0, 〃# A

—〉］〉］
k=l Z=1

2
n (

=°〉］QikQjk =〈
"=1

n n

〃〉:a泳 ~ 〉［ /—^ik = °・
k=l k=l

n n

=〉:〉'： - 4)(Xz - 4)］
k=l 2=1
n n

此处 M = 1, % = Z；否则为 0. 因此 Y2,Y3^- ,Yn i.i.d. ~ N(0,a2). 故 K/cr ~ 7V(0, 1), i =
2,3,…，小 因此由 (5.12) 得

例— = £(K/b)2~x"「
6=2

(3) 由上述 的证明中可知匕,%…，匕 相互独立，S2 只和 K,e,…，九 有关，又

只和匕 有关，因此又和 S2 独立.
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(4) 由 (1)-(3)结论和 t 分布定义立证.

下面几个推论在正态总体区间估计和假设检验问题中有着重要应用.

推论 5.1

设Xi-…，X、i.i.d. N(4i,苏)，均,%…，％ i.i.d.
~

N(42,避),且假定 忧 =
避 =02,样本 X1,X2,…，Xm 与 h心,…，匕 相互独立，则

T — (X-y) - (/11-从2) / rnn …I —— q l/ ~ ^n+m—2)St \ n+ m

此处 (九+ 771 — 2)S* = (m — 1)S女 + (n— 1)S春，其中
1

m n

野， 产
. IU X .
2=1 7=1

证 由定理 5.1 可知 X

m n /
2 .将其标准化得

~
N(42曾2加)，故有 X — P

~
N 的 — 42,

(X- Y) -(血 一 42)
a N(O,1)・

又(m- l)S^/a2 ~x/— (九- 1)S券/02 ~x"i，再利用 又 分布的性质可知

(5.14)

(小 — 1底+ (九一1屏 2

^2 ~ A^n+m—2*

再由 (5.14) 和 (5.15) 中 (X,^) 与 (S第S》相互独立，由定义可知

T =
(x — y) — (从1 — 从2

a
(巾 — 1)S乏 + (n — l)Sy

cr2(n 4- m — 2)

(X -y) -返 -则
St ~ ^n+m—2-

推论 5.2

设 Xi,X2,…，Xa i.i.d. NM苏), h，%…，乙 i.i.d.
~

N32,扇),且合样本
Xi,X2,・・・，X.与匕，%…，说 相互独立，则

_ S* 受�F
此处 Sa 和 S号 定义如推论 5.1所述.
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5.4 扩展阅读 1: 民意调查

推论 5.3

证毕.

下列这一推论给出了指数分布随机变量的样本均值的分布与f 分布的关系. 这在指数

分布总体的区间估计和假设检验问题中有重要应用.

设 X1,X2,…，Xn i.i.d.服从指数分布 /QJ)=加一"/@23),则有
n

2痴了=21£k~念.
e=1

证 由定理 5.1 可知(n-1解/资~温_1，(八一1)5号/登 xli，且二者独立，由 F 分

布的定义可知

1 (馆 一1)S,_ m -1 忧 S女 登F =
1(1博

=
时

.
任 ~心-1,2

•

n — 1

证 首先证明 2XXi~xm 因为

F(y)= P(2)Xi <y)= P(Xi
所以

="(g)= 上一行(0,8)(力

因此 了(g) 即为自由度为 2 的、2 分布的概率密度函数，即 2XX1 X机 再利用 X2 分布的性
n

质 (3),2axe x4, 分 =12… ，叫 又它们相互独立，故有 x
2=1

5.4 扩展阅读 1: 民意调查

古人云“得民心者得天下”，要得民心，先要听民意.在我国唐代时期，就专门设立了“采

风使”一职，其主要任务就是到民间去采集民歌民谣，以观地方吏治和民风，可看出当时的执

政者就知道关注社情民意关系重大. 近年来，随着我国在推进治理体系和治理能力现代化以

及民众对公平和公正的追责意识增强,城市管理、社会发展乃至国家立法、政府决策、干部的

选拔任用、官员的政绩考核评价等诸多方面的工作都不同程度地引入了民意调查程序.现在,

越来越多的人也逐渐认知并参与这项社会活动.

民意调查是一种常见的社会调查,通常用来了解社情民意，即反映一定范围内的民众对某

个或某些政治或社会问题的态度倾向. 它既可以作为社会科学工作者进行科学研究的一种重

要手段，又可以为政府进行合理决策提供参考. 民意调查属于抽样调查的一种，需要运用科学
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第五章 统计学基本概念

的调查与统计方法，如今在全球范围内的政治、经济和社会管理领域发挥着重要作用.

有一些人并不相信抽样调查,认为仅凭很少部分人就来推断某地区甚至全国的情况,这是

天方夜谭，甚至可以人为地操纵调查结果. 统计学的理论可以证明，科学合理的抽样调查，其

推断的结果是可靠的. 所谓的不可靠或者出现人为操纵的情形出现，只是因为没有真正地做

到科学抽样，使得样本具有足够的代表性，而不是抽样调查这种方法有缺陷. 此外，在统计理

论上我们还可以证明，抽样调查结果的可靠性不在于样本数量大不大(当然也不能过少).

在抽样调查中，科学地进行样本抽样至关重要.最近一个典型的例子就是 2016 年美国总

统的选举，由民主党候选人希拉里 •克林顿 (Hillary Clinton) 对阵共和党候选人唐纳德 •特朗

普 (Donald TYump). 几乎所有民意调查机构一边倒地预测希拉里将以不少优势获胜，然而结
果让人大跌眼镜，以至于特朗普自己的智囊团都不敢相信.共和党策略专家迈克 ・墨菲 (Mike

Murphy) 甚至说：“Tonight, data died(今夜数据己死) 为什么会出现这种情况？已经有不

少的学者对该现象进行研究，众说纷纭，真实的原因仍有待挖掘.但我们可以通过一个已有结

果和答案的真实案例来进行说明.

在 1936年的美国大选中，民主党候选人富兰克林 �罗斯福 (Franklin Roosevelt)对阵共和
党候选人阿尔夫 •兰登 (Alf Landon). 当时著名的主流杂志《文学摘要》(T九e Literary Digest)
为了预测谁会当选，大手笔地邮寄出 1 000万封调查信，最终收回了 230多万份.这在统计历

史上，能有这么大的样本量前所未有.《文学摘要》投入了如此之多的人力和物力，自然地就深

信自己的统计结果，并预测兰登将以 57% 比 43% 的比例获胜.然而，最后的结果却是罗斯福

获得了将近 62% 比 38% 的压倒性优势从而胜选. 与之形成鲜明对照的是刚刚成立不久的盖

洛普 (Gallup) 公司仅仅发出了 5万份调查信就成功地预测罗斯福最终获胜.这场预测导致了

名声炮赫的《文学摘要》杂志社威信扫地，随即破产倒闭，却也让初出茅庐的盖洛普公司一举

成名，逐渐成长为全球知名的民意测验和商业调查咨询公司.

为什么采用了更大的样本量的预测与实际结果却相差甚远？原来《文学摘要》的这 1 000

万调查对象是按照电话号码本和订户俱乐部会员名单选出的.而在 1936 年的美国，正在从经

济危机里复苏，能装得起电话的往往是较富裕阶层和持保守立场的共和党选民,而支持罗斯福

的广大工人群体基本上被排除在调查范围之外,这样就在样本上造成了极大的偏差,从而导致

预测结果南辕北辙.与此同时，盖洛普公司科学地运用了分层随机抽样的方法，避免了样本来

源集中于某一群体，从而更加客观地反映了全体选民的倾向.

比例估计与样本量

在民意调查中选取的样本具有代表性是非常重要的. 那么什么样的抽样方式能满足具有

代表性的条件呢？其实，简单随机抽样和上面提及的分层随机抽样在样本量不太小的情形下

都是合适的常见抽样方式. 下面以简单随机抽样为例，在理论上我们应该选取多大的样本量,

这涉及比例估计和置信区间.

200



5.4 扩展阅读 1: 民意调查

在实际情况中，通常民意调查所面对的总体庞大，即某范围内的民众人数 N 尽管有限但

非常大，我们可以将之近似为无限总体. 这就是说，总体可被对应成一个 0 - 1 分布，具体分
布律为

（ 。1'、1 一0P）
其中的参数 P（O<P< I）表示民众中对某个具体问题持有某个观点或看法的比例，它客观存

在但未知，也就是我们的调查目标.

假设我们以简单随机抽样的方式，得到了一组样本量为 几 的样本（通常情况下 n《N）,

其中表示支持的人数为 n0.那么，灰 = m/k 即为 p的一个良好的点估计（可以证明 0o 既是

p的一个矩估计,又是它的一个最大似然估计,第六章会给出点估计的定义）. 我们可以通过置

信区间（第七章给出定义）的方式来刻画估计误差.由中心极限定理的知识可知，当 n 比较大

时，变量

VWo — P)

渐近服从标准正态分布，从而在置信水平 1 - q（0 < a < 1）下，参数 p的置信区间可以近似

表示为

n y --灰（1- Ro）.

特别地,如果设定念 = 3%,置信水平为 95%,此时孙.025 = 1.96,在保守的情况下取 %（1-加）

的最大值 1/4,那么我们可以计算出所需样本量

1 Q62 1
n 仁 -—r x - « 1 067.0.032 4

[po - Po）, Po + - -0）],

其中心/2 表示标准正态分布的上 a/2 分位数.

我们己经知道,次 只是 p的一个估计，并不意味着灰 刚好与 p相等，所以在实际民意调

查中，我们需要考虑误差 d = |po -讣 在给定误差边界不能超过某一个值 勤 的条件下，样

本量

这里值得注意的是，样本量 n只与置信水平、绝对误差有关，而与民众的具体数量无关.这就

是说，只要民意调查的范围达到一定的规模，不论是一个县几十万人口，还是一个国家数以亿

计的选民，样本量就大致上决定了调查结果的精度.

上述结果表明，在民意调查中，无论调查的具体范围有多大，我们只需通过样本量的绝

对大小就可以控制调查结果的精度，特别在大型民意调查（如国家层面）中，往往很小比例的

样本量就能使调查结果达到很高的精度. 所以，在实际的操作过程中，调查公司所考虑的往

201



第五章 统计学基本概念

往不是如何去扩大调查面，而是如何保证样本的代表性. 例如，在简单随机抽样中如何保证

每个在范围内的个体被抽中的可能性相同才是民意调查的侧重点，这也是大型民意调查中的

难点.

最后我们还要强调一下民意调查的时效性. 因为民意调查的内容主要是人的主观愿望、

意见和态度，而不是某种客观存在的社会事实，所以通常情况下民意调查会具有时效性.也就

是说，如果针对同一个问题，选择不同的时间点进行民意调查，结果可能会有所不同. 比如在

2004 年 3 月台湾地区领导人选举中，普遍被认为发生在投票日前一天的枪击事件改变了很多

人的投票倾向，从而导致选举结果与之前进行过很多次的主流民意调查结果截然相反. 另外

一个有名的例子是民众对“二战中哪一个国家对战胜德国起到了决定性作用”这一问题的看

法. 法国民意测验机构在 1945 年 5 月，1994 年 5 月和 2004 年 6 月分别对法国民众进行了

抽样调查，回答是美国的比例从 20% 上升到了 58%,而回答是苏联的比例从 57% 下降到了

20%.前三名国家具体结果如下：

可见 60 年间，对历史的认知发生了巨大的变化.

苏联 美国 英国

1945 年 57% 20% 12%

1994 年 25% 49% 16%

2004 年 20% 58% 16%

5.5 扩展阅读 2: 双盲对照试验

双盲对照试验是指在试验过程中，测试者和被测试者都不知道被测试者所属的组别 (实

验组或对照组)，旨在试验中消除参与者的有意识的或无意识的个人偏差.这种试验方法可以

防止研究结果被安慰剂效应 (placebo effect) 或观测者偏差 (observer bias) 影响.被测试者被
随机地分在实验组或对照组,测试者也不知道被测试者是在实验组还是对照组.一个双盲试验

成功的例子如下.

1962 年，美国医学会杂志发表了外科医生旺格斯汀(0.H. Wangensteen) 发明的一种处
理十二指肠溃疡的新方法，叫做 "胃冷冻” (gastric freezing) 技术：患者被麻醉后，把一个球
放入胃中，冷气通到球中，大约把胃冷冻 1 h, 停止了患者的消化过程.旺格斯汀医生在 24 个

患者身上进行了试验，结果他声称所有患者的十二指肠溃疡都被治愈了.作为不需要进行外科

手术的治疗方法，受到了许多医生的热烈欢迎.

但是许多医生很怀疑旺格斯汀的技术,部分原因是该试验没有做对照试验.1963年美国杜
克大学拉芬 (J.M. Ruffin) 组织了一个大规模的双盲随机对照试验来评估胃冷冻技术.试验
在 5 所不同的医院进行.随机分配 160 个患者，其中治疗组有 82 个患者，对照组有 78 个患

者.对治疗组的患者用旺格斯汀提供的方法进行真正的胃冷冻手术，对 78 个对照组的患者进
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行假的胃冷冻手术.当然，所谓假的胃冷冻是指在球内装了一个分流装置，使冷却剂在胃冷冻

之前返回机器.表面上假的胃冷冻程序与真的冷冻程序完全一样.试验在两年内完成.拉芬分

析了这些结果:在治疗后的前 6周内许多患者（治疗组 47%,对照组 39%）有改善或症状消失,

但是随着时间的推移，两组中的大多数患者复发，有的患者的临床表现比原来症状更坏（在第

24 个月，对照组 39%,治疗组 45%）,在两年观测的任一时间段内，两组患者治愈率没有显著

差异.

该研究结果最终表明，在十二指肠溃疡的治疗中，冷冻方法不比假冷冻方法的效果更好.

合理的解释是由早期研究者报告的痛苦减轻以及客观上的改善可能是该方法心理上的

效果.

旺格斯汀的试验是不全面的，它没有对照组，所以该试验夸大了胃冷冻治疗方案的效果.

拉芬的试验设计是科学，即双盲随机对照试验. 这个试验证明了胃冷冻治疗技术是毫无意

义的.

本章总结
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第五章 统计学基本概念

重点概念总结

统计总体是一个概率分布.而样本有

二重性，从而统计量也有二重性.在

研究统计方法时我们视样本和统计

量为随机向量或变量，在抽样方案实

施后样本和统计量视为一组数或一

个数.

三个重要的统计量来自实际数据统

计推断的需求，不是凭空想象得出

的. 所以我们要了解为什么会需要

这些统计量，关注它们在后面统计

推断中的作用.要学会熟练地查上分

位数.

统计中的数据大部分来自抽样和试

验. 为了能得出客观的结论，在获取

样本的时候一定要注意样本的代表

性，注意避免数据受到主观意识和客

观环境的影响.

习 题

1. 如何理解“样本既可以视为是随机变量，也可以是具体的数值”？

2. 设某人进行射击练习，他独立射击 5 次，结果分别为 8,9,7,10 和 6 环，则总体是什么?

样本是什么？

3. 从全班同学中随机选择 5 名同学，则总体和样本分别指什么？

4. 调查 50 个人对某件事情是(1)否 (0)支持，假设每个人对该事情支持的可能性为 0,各

人之间相互独立，则总体分布是什么？若其中 10 个人的调查结果为g收2,…，30 (其

中g 只取 0 或 1 ),则抽样分布是什么？

5. 测量一个物体的长度，试写出总体及其分布，并解释该总体的合理性.

6. 考虑某工厂生产的灯管寿命，则总体又是什么？解释你做法的合理性.

7. 一个总体有 N个元素,其指标分别为 ar> a2> - - > aN,指定自然数M< N)n< N,
在 (Qi,Q2,• •・ ,0同) 中不放回的随机抽出 m 个，在 (qm+i,qm+2,…，Qn)中不放回

地随机抽出几-6个.写出所得样本的分布.

8.假设总体 X 服从 0-1 分布 6(1,0),其中 p为未知参数，(Xi,X2,•・・ ,X5) 为从此总体
中抽取的简单样本.

(1)写出样本空间和抽样分布；

指出k+ X2, min X%,X5 + 2p,X5 —e(X)*4y 哪些是统计量，哪些不
l≤^≤5 Var(Ai)

是，为什么？

9. 随机地取 7 只活塞环，测得它们的直径为(单位:mm)

74.001, 74.005, 74.003, 74.000, 73.908, 74.006, 74.002,
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习题

试求样本均值和样本标准差.

10. 设样本量为 10 的一个样本值为

0.4, 0.3, — 0.3, — 0.1, 1.7, 0.6, — 0.1, 0.9, 2.6, 0.5,

试计算经验分布函数.

11. 设 (X1,X2,・・・ 为来自总体 N(生产)的简单随机样本，S2 为样本方差如试证明
Var (S2) = 2cr4/(n — 1);

e(S)= 0一「(九/2)

12. 设随机变量 x �如，其中九〉1,求 y = i/x2 的分布.
13. 设 (X1,X2,・・・，Xn)为来自总体 N(0,l) 的简单随机样本，证明

E督
，=2

14. 设随机变量 X1,X2 相互独立同分布于标准正态分布，求 Y =单VC 的分布.
(才1+支2)

15. 设 X1,X2,X3,X4 是来自正态总体 N(0,22) 的简单随机样本，令 T = q(Xi— 2X2)2 +
6(3X3- 4X4)2. 试求 Q, b 使统计量 T 服从 f 分布.

16. 设 X1,X2,•••,X9为独立同分布的正态随机变量，记
1 1 1 、

匕 = 3(X1+ X2 H 1- X6), 妁 = 5(X7+ As+ X9), $2 = 5 — K)2.
/
4=7

试求 Z = -K)/S的分布.

17. 设 X1,X2,・・・，X15 是独立同分布的随机变量，服从正态分布 N(0,22). 试求

Xg +X"・・+ X.— 2(X*+X^ +…+ X
的分布.

18. 设 Xi,X2,・・・，Xn 为从下列总体中抽取的简单样本：
(1)正态总体 N(出02)；
(2)参数为 A 的泊松总体；

(3)参数为 A 的指数分布，
试求样本均值 X 的分布.

19. 设(Xi,X2, •・・,X") 是从 0-1 分布 6(1#)中抽取的简单样本,0< p<1,记至为样
n

本均值,求髡 = — X)2加的期望.
o=1
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20. 设（Xi,X2,…，X"）为来自正态总体 N（曲M）的一个简单随机样本，不和院 分别表

示样本均值和样本方差，又设 Xn+1 N"）且与 Xi,X2,…，Xn 独立，试求统计量

，九十］（X九+l — X）ISn 的分布.
21. 设（X1,X2,…，Xa）为来自正态总体 N（41V2）的一个简单随机样本， ，%）
为来自正态总体 N（42曾2）的一个简单随机样本,且（X1,X2,…,X，和（h,心,…，
%）相互独立，又和 P分别表示它们的样本均值，Sk 和 Sm 分别表示它们的样本方
差，a和0是两个给定的实数，试求

a(X — %)+0(P —〃2)T= -
(m-1)S昊+ (几 一 1)跺

九+m — 2

o?
H

m

的分布.

22. 设 X X ，…，X（切 为从均匀分布 17（0,1）中抽取的次序统计量.

（1）样本量 n为多大时,才能使 P（X（n） 0.99） 0.95?
求极差 Rn =%）一 X（i）的期望.
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第六章 参数点估计

学习目标

理解点估计的统计意义和原理

掌握矩估计和最大似然估计的方法

理解参数的点估计不唯一，为了比较哪个估计量更好，就要指定一些标准，我们需

要理解有哪些标准以及在这些标准下熟练掌握判断参数点估计量优劣的方法

了解估计量的大样本性质，理解在大样本理论下估计量优良性的概念

6.1 参数点估计的概念

统计推断经常需要对研究总体的某个（些）参数做出一些特定的结论. 为此，研究者需

要从所研究的总体中抽取样本，并基于样本对所研究的问题做出结论.例如，感兴趣的问题

是某种电池的平均寿命 仇 研究者随机抽查了 3 个此类电池并测得寿命（单位：h）分别为

s = 5,g = 6.4,的 = 5.9, 则样本平均值为 元 = 5.77. 那么可以认为 5.77 是 9 的一个

非常合理的值，是我们基于当前样本值对 8 的一个“最好”的猜测. 一般地，设有一个统计

总体，记为 /（与&,02,��� 当总体分布为连续型分布时，/ 为概率密度函数，而当总体分

布为离散型分布时，/ 为概率质量函数，我们统一约定 /3；&,依,���，％）为总体分布.总体

分布 f 中包含了 k 个未知参数 ，保. 例如在正态总体 N（如 中，参数有两个:

& ="02 =拉，总体分布可写为

/（6;&,%）=（27i612）T/2exp{- 4~（r一&）2）.I 2（72 J

若总体为二项分布 6（N,p）,则参数只有一个，9=0,而总体分布为

八名。）=（：）#（1一 '严一t n = 0,1,���，N,

参数估计问题的一般提法是，在有了从总体中抽取的样本 X =（X1,X2,���，X"）后，要用样

本 X 对参数 国,82,��•，优 进行估计，当然也可以估计其中的一部分，也可以估计参数 0 =

（&,仇,… ，源）的函数g^=g^e2^- ,9k）,其中 g 己知.例如，为估计参数 &,我们需要

构造适当的统计量 R（X）. 当我们有了样本 X 的实现 z 后，代入 R 中，得到一个值 Rq）

作为国 的估计值. 为了这样特定目的而构造的统计量 R（X）称为 & 的估计量（estimator）,
而 01（况）称为国 的估计值（estimate）. 由于未知参数 & 是数轴上的一个点，用。去估计 &,
等于用一个点去估计另一个点，所以这样的估计称为点估计.

例6.1 对某种环氧树脂片的介电击穿电压（单位：kV）进行 20 次观测得到
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24.46 25.61 26.25 26.42 26.66 27.15 27.31 27.54 27.74 27.94
27.98 28.04 28.28 28.49 28.50 28.87 29.11 29.13 29.50 30.88

有证据表明击穿电压值的分布服从均值为 4的正态分布.讨论 4的估计问题.

解 由于正态分布是对称的，n 也是该分布的中位数.给定的观测值是样本 Xi,X2,・・・，
X20 的实现，则基于统计量和正态分布的特点，直观上 4的估计量和估计值可以为

20

(1)样本均值 X 作为估计量，估计值为 了=E//20= 555.86/20 = 27.793.
2=1

中位数 mn 作为估计量，估计值为 (27.94 + 27.98)/2 = 27.960.

(3)极差的一半长 (乂⑺ — X )/2 作为估计量，估计值为 (24.46 + 30.88)/2 = 27.670.
从这里可以看出，对参数的估计有多种看来很合理的途径去考虑.

点估计常用的构造方法有矩估计 (moment estimate) 和最大似然估计 (maximum likeli¬
hood estimate, 简写 MLE), 这些方法大多是基于某种直观上的考虑，所以同一个参数可以有
不同的估计方法去估计它，这就产生了哪个估计更好的问题，即估计量的优劣问题.为了比较

优劣，就要制定估计量优劣的标准，进而研究在某种标准下寻找最优估计量的问题，这就是参

数点估计的主要内容.

视频 扫描视频 20的二维码观看关于点估计的讲解.

视频20 点估计

6.2 矩估计法

矩估计法是 K.皮尔逊引入的，其想法很简单.注意到连续型总体分布的 j•阶原点矩和中

心矩分别为

ZOO

病/(z;&-2,���，一)dg
-OO

(OO

% = E(X -a)= / (① -因尸/3；0,似…用)d6,
J — OO

其中 了 是总体分布的概率密度函数；离散型总体分布的 j阶原点矩和中心矩分别为

建1

% =e(3-m)叮(3；&,92,…，煤),

其中 了(N；名,82,���，波) 是总体分布的概率质量函数.这些矩依赖于参数 另一

方面，由大数定律，样本矩依概率收敛到总体矩，所以可以用样本矩来近似总体矩，即

% = •••,夕/c）七叼 =
1

2=1

n

有才（羽 -X）乙
4=1
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取，= ，也 把上面的近似式改为等式，选择适当的 k 个样本原点矩或样本中心矩,

可以得到由 k 个方程组成的方程组，解这个方程组，所得解记为 a ，Xn), i =

1,2,- .，也 则我们可以把 庆 作为％的估计.这 k 个方程可以是原点矩，也可以是中心矩，或

两者的混合. 若要估计的是 g(&，外,… ，0zc), 则用 4(Xi,X?,…，X九) = g(oi,。2,…，。尼) 去
估计它.这样得到的估计称为矩估计.为了区别其他的估计量，有时候记为

例 6.2 设 (Xi,X2,・・・，XQ 是从正态总体 X ~ N(wM) 中抽取的一个样本，用矩估计
法估计从42.

解由于 E(X) =4,Var(X) =02,分别用一阶原点矩 q1 =不和二阶中心矩 m2 来估计,

即 a =灰e2 = 62.在应用中，一般我们用样本方差 S2 来估计 拉，即对 M2 作了一点修正,

理由在后面给出. 口

如果要估计巴 这是 02 的函数，当然可以用，所来估计，但是一般用 S=，尹来估计,
或者还会作一点修正，理由见下节.

e 注 由于估计量是统计量，有二重性，所以在理论研究中我们把估计量写成随机变量的形

式，常用英文大写字母表示，以便研究估计量的概率性质.在实际计算中，估计量是一个数，我

们用英文小写来表示，例如 X,S2 等.

例6.3 设(X1,X2,…，Xn) 是从指数分布总体 X �上如(1)中抽取的一个样本，求矩估
计量 Am.

解 由于石(X) 所以用 X 代替 E(X), 得到 5m =万一1. 口

例 6.4 设 (Xi,X2,…，XV 是从均匀分布总体 X
~ 0(&,仇)

中抽取的一个样本，求

52.
解由于 石(X)=(& + 02)/2,42 = Var(x) = 物 - &产/12,用 X 代替 E(X), S2 代替

42,解方程组，得

= X — h2 = X + x/5S. 口

例6・5 设(Xi,X2,…，X。)是从总体X~
F中抽取的一个样本,求偏度系数 /31 =号,

M2
峰度系数 仇 =骂的矩估计.

解 由于偏度系数和峰度系数都是总体中心矩的函数，所以可以用样本中心矩代替总体

中心矩得到，即样本偏度系数和样本峰度系数

用类似的做法可以得到二项分布中目的矩估计为 / =X,泊松分布中参数 A 的矩估计为

X = X.

例 6.6 设 (Xi,X2,・・・ ,Xn) 是从正态总体 X
~

N(4e2) 中抽取的一个样本，求概率
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P(X > 3)的矩估计.

解由于

这是出0
2 的函数，用 x 代替出 S代替明得

@ 注 在矩估计中，我们可以看到，均值、方差等的矩估计不唯一，例如泊松分布中的参数 A

既是均值又是方差，用 刀还是 S2 来估计 A? 这有一个估计量的优劣问题，在合理的优劣准

则下，可以证明低阶矩优于高阶矩. 所以在矩估计中，能用低阶矩的就尽量用低阶矩来估计参

数. 另夕卜，矩估计方法需要总体相应的矩存在，对一些不存在矩的问题(例如下例 6.13 中的柯

西分布)就不适用了.

6.3 最大似然估计

另一个直观上用来估计参数的方法称为最大似然估计(MLE),先看一个例子(费勒，1964):

例 6.7 设鱼塘养了一塘鱼，为了估计鱼的数量，先一网打上 500 尾鱼，在尾上涂以红色

(称其为红尾鱼)，然后放回鱼塘.几天后，再打上一网鱼，在网中的 400 尾鱼中发现有 60尾红

尾鱼.试估计该鱼塘中鱼的数量.

解 为了简化讨论，我们假定两次捕捞都是随机的，且两次捕捞期间鱼的数量没有变化.

设 N 为鱼塘中鱼的数量，k 为第二网中红尾鱼的数量，p式N) 为第二网中恰有 k 尾红尾鱼的

概率.

本问题中的样本空间 的 是从 N 尾鱼中任取 400 尾鱼的不同取法，这是一个超几何分

布，故

(N - 500)/500\
「MN)=U岑yU. (6.1)

Loo)
这个概率与鱼塘中鱼的总量 N 有关，由于捕捞过两次，所以鱼塘中至少有 840 尾鱼，但是代

入 (6.1) 式，可以算得 060(840)e e一如0 7 0. 变化 N 时，我们得到 N 和热o(N)的关系如

图 6.1 所示.％o(N)表示了不同 N 下观测到第二网中有 60 尾红尾鱼的概率. 因此，我们既

然观测到第二网中有 60 尾红尾鱼，那么这个事件发生的概率 P6O(N)应该是在 N 变化时取

比较大的概率值，其中最大概率值看起来最有可能. 记使PMN)达到最大值的那个 N 为 N,
并称之为 N 的最大似然估计. 为了找出 凡 考虑比值

Pk(N) _ (N — 500)(N — 400)
Pk(N — 1)

=
(N - 500 - 400+ k)N
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图 6.1 p6o（N）随 N 变化的取值

由简单的计算，当 Nk < 500 x 400 时，一要约K 2 1,当 Nk > 500 x 400 时, 吧？、 1.
Pk（N - 1） Pk{N - 1）

所以当 N 增大时，序列 pkN）先升后降，当 N 为小于 500 x 400/fc的最大整数时，它达到最
大值.在上面例中，k = 60, 由此得育=3 333.

由此例启发，我们引入似然函数的定义.

定义 6.1 似然函数

设样本 X =（Xi,X2,���，乂九）有联合概率密度函数或联合概率质量函数

/3；e）= /（%；&,02,���，w），

这里参数 6 =（&,82,… ，纵）e 0,X =（%/2,���心九）为样本 X 的一个样本值.

当固定 x 时把 /（a；6）看成为 0 的函数，称为似然函数（likelihood function）, 常记为

L（仇 x）或 乙（0）.

在离散型总体时，L^e）就是在不同的参数值下样本取给定值 x 的概率；在连续型总
体时 L{x]0^x 就近似为在不同的参数值下样本取值在给定立方体 +d/i] x x

（xn,xn 4- dxn]中的概率.

对似然函数 可以理解为若 l（心切 = /（仅0）> 上（仇/）= /的。）,则在观测时

出现点 y 的可能性要大一点（此时固定参数 4 因而似然函数表示了观测到样本值的机会大

小）；反过来说，如果已观测到样本值 吗 上（仇乃作为 8 的函数，0 应使得 入优乃 达到或接

近最大值（因为己经观测到样本值 a）. 推理的方式有点类似于贝叶斯公式中的推理：把样

本值 x 看成结果而参数 0 看成是导致这结果的原因. 现在有了结果，要反过来推算各种原

因的概率. 这里 9 有一定的值（未知），但不是随机变量，无概率可言，因此就用“似然”这

个词.

从上面的分析导致如下的方法：用似然程度最大的那个点 0* =（毋，防,•••，优），即满足
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第六章 参数点估计

条件

(6.3)

在下文中没有歧义的话，我们用最大似然估计来统指参数的最大似然估计量或估计值.

血实验 扫描实验 17的二维码进行使用梯度算法求最大似然估计的模拟实验，观察不同初始值

下寻求到最大值点的过程.

解 似然函数为
n

-白0-4｝，
c=1

因此对数似然函数为

(6.4)

（3）除了少数情形外，似然估计的显式表示一般不存在，此时需要使用数值优化方法（例
如牛顿算法、期望最大化方法等）来求似然函数的最大值或者求解似然方程.

实验17 最大似然
估计

例6.8 设（即%…，%）是从正态总体 NM* 中抽取的一个样本,求（从曾2）的最

大似然估计.

玄=0, £ = 1,2,dOi
若该方程组在（&i2,一�，w）的定义域内有解，则进一步验证是否为最大值点.

E®, t/2) —口 (2n(72)_ly/2 exp

一（价通，…，眼；％% = max l（&,即…，。；％%… I） （6.2）

的（毋,g,•••,林）作为（阮他,…伍）的估计值，这样的估计称为最大似然估计（maximum
likelihood estimate, MLE）.若要估计（&,心… &）的函数g（%, …以），则 g（方通，…，

线）就是它的最大似然估计.为了区别矩估计量，有时候把最大似然估计量记为 eL.

若似然函数是严格单调的，则似然函数的最大值在边界处达到，从而得到最大似然估计,

例 6.10就是代表.若似然函数是光滑的，且样本是简单随机样本，则似然函数是 n 个因子（各
自分布）的乘积，为了避免乘积导致的计算烦琐，可以先取自然对数，化为 n 个式子的和，然
后求极值.原因在于似然函数 上伊）达到最大当且仅当对数似然函数 2（0）= lnL（0）达到最大.

现在问题化为多元函数求最值问题. 若 2（%,62,… ，纵）= lnE（Ni,l2,, ・・ ,1九；&,02,… ，念）

关于（&,小,•••,纵）可微，则可以通过求解下述似然方程先求驻点：

[
九

2(4曾2) — -x ln(2n) — - In cr2 - e(后一 从产
2 2 2(7/

E=1

T 注（1）似然函数的最大值点可能会在边界上达到，所以要和边界值作比较. 当似然函数

不可导时，要用定义来求出最大似然估计，见下例 6.10.

（2）与矩估计量一样，最大似然估计量也是统计量，也有二重性，所以最大似然估计量

%（Xi,X2,…，XV 是统计量，这方便于研究其概率性质；最大似然估计值％（N1,N2,���避九）
是代入具体样本值后得到的具体数.

回 回
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6.3 最大似然估计

在（6.4）中对参数 求导（这里 02 整体是一个参数）并令导数为 0,得

由第一式得从 的解为

代入第二式，得

常=去£（电r）=0）
e=1

32
=一表+行目（g― 2 =8

i=l

] n

Ml = —〉]g — n,n乙i
i=l

] n

^L = ~ £（& -了产 =加2・
71

i=l

由于 2（瓦，说J > lim 2（4,鼠）= —oo, 且说，死 是唯一的极值点，因此这组解使（6.4）达到
a2—>oo

最大，即它们是（出02）的最大似然估计.这里（外信）的最大似然估计和矩估计是相同的.但

要注意不是每个总体参数的矩估计和最大似然估计相同.

例6.9 设（/1,c2，… ，环）是从指数分布总体 Exp{X）中抽取的一个样本，求最大似然估

计 入l.

解 在g> 0,0 = 1,2,…m时，我们有
n

力囚 = n（加-入力，
e=1

n

2（入）= n In A — A g，
o=1

对 A 求导并令导数为 0,得

容易得到 A 的最大似然估计为

例 6.10 设（以%•��,斯）是从均匀分布总体 u（o/）中抽取的一个样本，求最大似然

估计 讥.

n

= 〉: = 1/1•
7
2=1

与矩估计中用一阶矩来估计 A 的矩估计相同（可以用不同的矩来估计 A）.

女 h S n品丁纪=0・
2=1

解 均匀分布的概率密度函数为 jT/w用（6），所以似然函数为
n

上⑻ =口『加用（g）= 0-工0M（气））,
1=1

对给定的（如%•�•q）l 作为 e 的函数不是连续的. e-n 在区间 Ws）,8）上严格单调
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第六章 参数点估计

下降，当 e v c⑺ 时j = o, 所以最大值只能在 e = 6⑺ 处达到，即 0L = 1 其中

X(n\ = max g. 注意本例中我们将概率密度函数的支撑记为示性函数1位网(e)，这样表示方

便研究似然函数的单调性.对于支撑包含参数的情况这是常用的表示方法. 口

例6.11 设总体 X 服从口— 1/2,9+ 1/2］上的均匀分布,9〉0为参数,求参数 6的最大
似然估计.

解 易得似然函数为
n

工⑻ =n /(夕 一 1/2 叼 6+ 1/2)= /(0-1/2 6(1) 6+1/2).
片1

于是对任何满足条件 r⑹ -1/2 6> 6⑴ + 1/2的 6 都有

L伊)= 1,

即似然函数 E(9) 在 9 t 3口- 1/2,41)+ 1/2］时取到最大值. 于是 9 的最大似然估计为

Ww - l/2,qi) + 1/2］中任意点. 本例说明最大似然估计可以不唯一. 口

例6・12 设(6/2,…，%)是从二项分布总体 B(N,p)中抽取的一个样本，求最大似然

估计近.

解 由二项分布总体样本的似然函数可得

w=立［(7)仍(1一油1卜
1=1 L ' / 」

"(P) =£ln( )+£&lnp + £(N-:
2=1 W 2=1 t=l

对 P 求导并令导数为 0,得

比 V / 斯 9 、 1

场=洛g-(3号).
解得

PL = x/N.

容易验证其为最大值点.该最大似然估计与矩估计也是相同的.

例6.13 设总体分布为柯西分布，其概率密度函数为

“0m 一
叩+ (力一)2］'

其中 9为参数，求其最大似然估计.

解 容易看出，该分布的期望不存在，所以 <9 没有矩估计,

本的对数似然函数为
九

1

「(昨己正叩+旧—取，
214
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考虑它的最大似然估计. 其样



6.4 优良性准则

对 0 求导并令导数为 0,得

况
cG Xi — 9

八

房 = 占1+ —，2
二

当 n 较小时，还能求它的根，然后判断是否是最大值.但是 n 较大时，方程有许多根，而且求

根不易，更不用说哪个是最大值了，所以最大似然方法对柯西分布中的参数 0 而言不是理想

方法.

为估计参数 仇 可以从参数 e 是总体分布的中位数出发. 我们可以用样本中位数作为 e
的估计.样本中位数 mn 定义为

（/（书1）, 几为奇数，

1

5卜册）+巴登+1）卜 几为偶数.

当然，对正态总体的参数 也 我们也可以用样本中位数来估计，一般地，对称中心都可以

用样本中位数来估计.从这可以看出，对参数的估计有多种看来很合理的途径去考虑，并无一

成不变的方法，虽然不同的估计有优劣之分，但是这种优劣也是相对于一定的标准而言，并无

绝对价值.

最大似然估计法的思想源于高斯的误差理论，1912 年费希尔在一篇论文中把它作为一个

一般的方法提出了. 自 20 世纪 20 年代以来，费希尔本人及许多统计学家对这一估计方法进

行了大量研究.相对来说，在各种估计方法中最大似然估计法更为优良，但在个别情况下得到

的估计很不理想.与矩估计法相比，矩估计不需要总体分布的知识，而最大似然估计要求总体

分布形式已知但含有有限个未知参数. 若对总体分布毫无所知，则最大似然估计法无法估计

总体的均值和方差.

6.4 优良性准则

在上一节我们已经看到总体分布中的参数可以有多种看来合理的方法来估计它. 因此,

自然会提出其优劣性的比较问题.例如对总体均值我们可以用样本均值来估计，也可以构造
n n

样本的一个加权平均 £核乂 来估计它，其中工g =i,^ o.哪个更优良些？设有两个
/=1 6=1

估计量 4油2 可以用来估计参数 4 一个自然的想法是看估计量和真参数的差（或绝对值），但
是由于样本是随机变量，在抽样实施之前不知道会抽到哪些个体，所以就这个样本而言，可能

a 优于 病，但是对另一个样本很可能 员 优于口，所以不能基于个别样本的表现来比较估计
量，要从整体性能来考量. 所谓“整体性能”有两个含义，一是指估计量的某个特性，具有这

个特性就是优良的，下文的“无偏性”就属于此类. 其二是指估计量的某种具体的数量指标,

两个估计量，指标小者为优，如下文的“均方误差”.

应当注意的是这种比较是相对的，具有某种特性就一定优良？例如就上面提到的无偏性
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优于 但是 Var(^i) > Var(42). 方差是衡量波动程度的，无偏性是衡量偏差的，一个偏差
很小但是波动很大的估计量不一定是一个优良的估计.所以不要把优良性准则绝对化.

由于要从整体性能上比较两个估计量的优劣，所以下面讨论中的样本视为随机向量 (Xi,

X2,…，XJ
视频 扫描视频 21 的二维码观看关于点估计优良性准则的讲解.

6.4.1 点估计的无偏性

设总体分布函数为 下(名；&,02,…，优)，其中参数 e = (名,82,���，以) e e u 股5(X，
X2,... ,Xn) 是从该总体中抽取的一个样本. 要估计 g(仇,&,���，w)，其中 g 为一个已知

函数.

定义 6.2 偏差与无偏性

设@(Xi,X2,…，XV 是 g(名,02,…，以)的一个估计量，称

Eo®(X],X2,…，X^)) — …，OQ

为估计量 g 的偏差.若对任一可能的(国42,… ，以)Ga 都有

M优，…仇(贯心,X2,…,X/= g(&,名,…，一), (6.5)

则称 g 是 q(&,02,…，。k) 的一个无偏估计量.

注 由无偏性定义，

(1)记号瓦 和 …血 是指期望在给定参数 j=(&岛，… ，你) 下计算的，也就是在

这组参数对应的分布 F(c;&,02,�一 ，你) 下计算期望.但是我们对参数空间 6 上的所有分布

没有偏好，每一个分布都有可能是产生当前样本的真实分布. 因此参数 3 可以在定义域 0 中

流动，无偏性要求在任何一个参数下的期望值都是 g(&42,•…，队).也就是说，在每个可能的

“真实”分布下估计量的期望值都是被估参数.

(2) 无偏性就是没有系统误差. 每次观测后得到 g(0) 三 g(&m2,… ，优) 的一个估计值,

可能比 g 大，也可能比 g 小，但是把这些正负误差在概率上平均起来，其值为 0. 系统误差是

指试验时独有的偏差，不能通过多次测量消除.例如体检人群在测量血压时，由于体检时人群

都会有点紧张，所以在测量时会倾向于给出比平时血压高一些的值，这个称为系统误差.如果

在平时测量血压，由于操作或其他随机原因，可能会给出高一点或低一点的值，称为随机误差,

其均值为 0. 无偏性就是要求血压仪要调整好，被测量者心态调整好，没有系统误差. 而随机
误差总是存在的，所以无偏估计不是每次都给出正确无误的估计.

(3)设独立重复 N 次观测，得到样本 Xj = (Xp),XP,…，X6)和 N 个估计 3(X4
1 n

j=12…N 根据强大数定律， 几乎在每个样本点上收敛于 E(4(X)). 无偏
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性指出，当 N 充分大后，其估计的平均值以概率 1 收敛于 g.

6.4 优良性准则

例6.14 设总体分布的期望为也由样本可以构造两个估计量:

中助(e = 1,2,• - m 为一组权.问两个估计量是否为无偏估计？

n

2=1

解 由

石a)=岖)=出

两个估计量都是无偏估计，所以无偏估计不是唯一的. 当然就会想到这两个无偏估计哪个更

优的问题.这是下面要讨论的问题. 口
n

从上面的例子中可以看出，无论总体是什么分布，只要期望存在,汇%及 都是期望的
e=1

无偏估计.例如正态总体的 出 二项分布总体的 3，泊松分布总体的参数 入指数分布总
n

体的 A-1, 均匀分布总体 U(O,e) 的 9/2 等，都可以用 工的工 来估计，其中估计的特例是
4=1

g = 1/n, z = l,2,... ,n, 即样本均值.后面会看到样本均值在某种合理的标准下是最优的.

例6.15 设总体分布的方差为 证明样本方差是 接 的无偏估计.

证 注意到

9 接
Var（X）= E（X-—）2 = —,

由于
n n

£（x〃- x）2 = £［（x〃-从）-（x -£=1 i=l
n n n

= £（X］-从产 + £（X-从产 一 2 £［（Xe-〃）（X -〃）］
£=1 £=1 £=1
n n

= £（x? - 从产 + n（x - 从猿 - 2（x -〃）£（x% - 从），
2=1 £=1

两边取期望，再注意到样本方差等于 02/几，我们有

所以,

+ nE（X - 从产 - 2nE（X - 从产
n （T （T

/ r、2
= na +几� 2n - —— =（几一 1）0 .

n n

以02）=石（占 对）=
4=1
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上式说明矩估计 (以及最大似然估计) m2 不是 接 的无偏估计. 它系统偏小，需要修正,

即要乘系数 n/(n - 1)才能得到无偏估计 S2. 一般而言，二阶以上的样本矩估计都不是总体
矩的无偏估计，都要作修正，但是样本高阶矩的修正不是一件简单的事，所以从无偏性的标准

看，矩估计有时候不是一个很好的估计. 不过矩估计方便，不需要知道总体的分布，所以在实

际中经常使用.
n

注 (1)这里要注意到样本方差中，从表面看分子 汇(xi一刀)2 是几个变量的平方和，但
0=1

n

是这几个变量并不独立.容易看出 e(xa — X)= o, 即这几个变量是线性相关的，真正能独
0=1

立变化的变量只有 九一1个. 我们称独立变量的个数为自由度，所以在样本方差中的分母是自

由度. 为什么会减少呢？可以这样解释：本来我们有几个独立变化的变量 X1,X2,・・・ 但

n
是由于 从 不知道，用又去估计它，等于加了一个约束，即减少了一个变量.所以 £(k-万)2

c=1

中只有八一 1个独立变化的变量了.

(2)由矩估计方法我们用样本标准差 S 来估计总体标准差？这也不是无偏估计. 因为

M =石⑻)二 Var(S)+[E(S)『》田(S)『，

所以 石(S) (T, 即系统偏小，需要修正.对正态分布而言，用 又
2 分布可以得到修正系数

例 6.16 设总体分布服从 U(0,6), 证明 9 的最大似然估计 小L = 不是 6 的无偏

估计.

证 设 X(n)的概率密度函数为 /3),由例 5.6 知

由此看出 反 = x(n) 系统偏小，作修正为 则其为 e 的无偏估计.

注 设 征(X1,X2,…，X九) 是 9的一个点估计，如果

lim E(@(Xi,X2,…，X/ = 仇

则称 d(Xi,X2,・・・，Xn)是 e 的一个渐近无偏估计.

由上面讨论易知，样本矩是总体矩的渐近无偏估计.

例 6.17 设样本 X N 已知而 p 未知. 令 g(p) = 1/p, 则参数 g(p) 的无偏估
计不存在.
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6.4 优良性准则

证 采用反证法：若不然，g(p) 有无偏估计 e(X).由于 X 只取 0,1,…，N 这些值，令

行(X) 的取值用 讥初 =电(o = 0,1,…，N) 表示.由 e(X)的无偏性，应有

N-iMl -P)
N / 、

Ep@X)) =
0=0 ' /

0 < p<1.
P

于是有

N / 丁、

才电(：)产1(1 —0"— 1 = 0,
2=0 ' '

0 <0< 1.

但上式左端是 p 的 N+1次多项式，它最多在 (0,1)区间有 N + 1 个实根，可无偏性要求对

(0,1)中的任一实数 p 上式都成立. 这个矛盾说明 g(p) = 1/0的无偏估计不存在.

此例说明无偏估计不总是存在的.

6.4.2 最小方差无偏估计

从前一小节可以看到，一个参数的无偏估计往往不止一个，我们希望能从这些无偏估计

中找一个最优的. 这有两个问题，一是优良性标准，二是在已定标准下，如何找到最优的估计.

如何找到最优估计的内容已超出本课程范围，所以我们主要讨论在给定优良性标准下的一些

内容.

关于优良性标准，直观上我们希望一个优良的估计量。偏差要小，波动也不能太大.在此
要求下的标准可以用 MSEe@ =及(0(Xi,X2,・・・，XV - 9)2 来衡量，其值越小越好. 这个

标准称为均方误差(误差平方的平均)，它兼顾了偏差和波动.当然，也可用平均绝对误差

MADg@ = Ee^X^X2.-- ,Xn)~硝
作为标准，但是正如在方差那里相同的考虑，即平均绝对误差在计算上不易处理，而平方能展

开,数学上便于处理,所以在实际应用时均方误差用得较多.由于总体分布类 e 0}
中的每个分布都可能是生成样本的“真实”总体分布，因此一个最优估计应该在每个参数 9

对应的总体分布下均方误差都是最小的，也就是说在参数空间 9 上一致最优.但这种估计通

常不存在，原因在于可能的估计太宽泛了.从直观上想，在一个大的估计量的类中找一致最优

的估计不存在，那就把估计量的类缩小，就有可能存在一致最优的估计量.

注意均方误差

MSEg@ = Vare@ +田武。-瞰
即均方误差由两部分组成，第一部分是波动，第二部分是偏差. 如果是无偏估计，则第二部分

为 0,此时

MSEe(d) = Vare(。).
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这说明如果仅在无偏估计中比较,并采用均方误差准则，那么两个无偏估计的比较就是看谁的

方差小.

定义 6.3 有效性

设 瓦,庆 都是总体参数 9的无偏估计，方差存在，若

Varj(Oi) Varj(&), Me® (6.6)

且至少存在一个 仇 使上式不等号成立，则称 R 比 & 更有效.

例 6.18 设总体分布的均值为出方差为 现在用 R =又和心 = 来估计也
e=1

n

其中工幼 = i，g 2 0，哪个更有效？
w=1

解 由计算独立随机变量和的方差公式可以得到

2 n n

Var(X)= —, Var(£她X,=(£#",
e=1 6=1

由于算术平均值的平方不超过平方的平均值，即

从而

n

言r(汇sa)》Var(X),
i=l

即算术平均比加权平均更有效. 其实，我们都会想到用算术平均，因为抽到的每个个体是平等

的，不可能第 i个数据比第 j个数据重要，所以等权是合理的，加权平均等于说加大权的数据

更重要.其次，上面的不等式也告诉我们算术平均的方差最小. 口

例 6.19 设总体分布服从 U(0,0),试比较 8 的矩估计 0M = 2X 和修正的最大似然估计

eL =巴里 的有效性.

解 由前面例题，对 (0,0)上的均匀分布，有

n2 n2

石(瓯)= 2E(X)= 仇 Var(^M)= 4— = —,
12n 3n

E/l)= = 0,
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所以 6l 的方差为

6.4 优良性准则

母位)=(一了七g篇)-田(反)产
=丝之I俨 一。2= 1 ..

n2 々+ 2 n(n+ 2)

当八〉1 时，八(八+ 2)〉3Tz 对一切 6 都成立，所以反 比 0M 更有效. 口

例 6.20 设总体分布 X
~ P(X),由于 E(X) = A,Var(X) = A,所以可以用样本均值

仄 =不和样本方差 r = S2 来估计参数 A.哪个更有效一点？

解 容易知道，Var(N)= x/九 利用 E(X-；\)4 = 2；\2+%通过较为复杂的计算，可以得

到 Var(S2)= 22+J +0(1加),所以 var(X)< Var(S2).即用样本二阶矩来估计均值，它的

方差要比样本一阶矩大一点，所以通常在矩估计中，尽量使用低阶矩. 口

例6.21 设从总体

X 0 1 2 3

P 9/2 9 38/2 1 — 36»

抽取的一个简单样本 Xi,X2,…，Xn)的样本值为 (0,3,1,1,0,2,2,2,3,2),

(I)求 e的矩估计量 eM 和最大似然估计量员，并求出估计值；

(2)上述估计量是否为无偏的？若不是,请作修正；

(3)比较修正后的两个估计量，指出那个更有效.

解 0 V 9 < 1/3,由 E(X) = 3-56,因此矩估计为 Gm = (3-X)/5,其中
X=(Xi+X2+ ••，+ Xio)/lO,代入样本值得估计值 0M = 0.28.再由似然函数

10 /0、n°/39、九2
上⑹ =4口k=g)= 时(e) (1 一 36严 (X 砂0f3(i 一 30严，

10

其中欹 =^I{Xi= k\k = 0,1,2,3.最大化似然函数即得到最大似然估计 eL =(10 - n3)/30,
o=1

代入样本值得到最大似然估计值为 eL = 4/15 0.27.

(2)由于

E(加=5=。，切的=^^=仇0 JU

这里注意 几3 ~ B(10,1 - 38).因此两个估计均为无偏估计.

(3)由于
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Var("瞋=

"
6>(2- 56)

50

而

Var(%) = Var(n3)
900

0(1- 36»)
30
~~

中 q 伏2- 50) 9(1 — 30) 门“ 方 , 士、乙显然 示 > 而 ，因此 6心 比 有夕攵.
5U 3U

由有效性定义,我们自然地想到是否存在这样一个无偏估计,它在所有无偏估计中具有最

小的方差？这样的估计是否存在？如果存在，如何找到它？这个问题的详细讨论超出本课程

范围，下面仅作一点简单的讨论.

定义 6.4 最小方差无偏估计

设 4 是 g(9) 的一个无偏估计，若对 g(6) 的任一无偏估计 01,都有

Va“M) Vare(@i), V0 e 0,

则称 0 是 g(。)的一个最小方差无偏估计 (minimum variance unbiased estimate, 简称

MVUE)

6.4.3 克拉默-拉奥方差下界

上一小节讨论了两个无偏估计的优劣性问题. 也提到了最小方差无偏估计，即在 0 的

所有无偏估计中方差最小的那个估计. 问题是如何寻找？ 1945-1946 年克拉默 (Harald
Cramer, 1893-1985) 和拉奥独立得到了无偏估计量的方差下界. 从几何的观点看，简单来
说就是直角三角形的斜边长的平方大于等于直角边长的平方. 为此，我们引入一个内积线性

空间：设 X = (X1,X2,…，Xn) 是从具有概率密度函数 /3/),6E0CR 的总体中抽取的
一个简单样本.对任意给定的 8 e 令

£2,e(X) ={h(X):h为任意可测函数,为(层(X))< oo},

并对任意的 Z,y e G,o(x), 定义内积为 (Z,Y) = Covo(z,y). 则容易验证 2招(X)是

内积线性空间. 在内积线性空间中，元素 b 在元素 a 上的投影为 {b,a)\\a\\-2a, 长度平方

为 Ga〉2］同厂2,显然斜边长的平方大于等于直角边长的平方，即 响? )也乃21同厂2,其中
|同『 = (a, a). 在我们上面定义的内积线性空间中，内积是协方差，元素长度平方是随机变量
的方差.

记 0(X) 为待估参数 的任一方差有限的无偏估计，则显然有 0(X) eg.
令

81n/(X|g) 6以11/(工洌s(x，0)二一那
一 一

加一，
2=1
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其中 外a⑼ = n"3；e)为样本的联合概率密度函数.容易验证在一些正则性 (指对一切可
w=1

能的 e e2{/ ：/(%0)> 0}与 e 无关，对 9 求导与积分号可交换，涉及的函数可导和存在
等)条件下，有

Eo(S(XM) = O,

Varj(S(X/)) = ”⑼ /f(x.ae / J「

2

8)d/ 三 几/(0) < oo,

因此 S(X,0) e £2,0. 从而

旗X)S(X/)〉= CoveG(X),S(X,戏 = E®(X)S(X, 0))

ain/(宏m) 陷、人仪 )―ae一/(纪旭月北

=1/0(1)/(却)也 =d(e).
削 j

在内积线性空间 £2,0 中，4(x) 在 S(X,0) 上的投影

E{g\S{X^)=创X),S(Xf)〉||S(X,e)||-2s(X/)

= Covj(@(X),S(X/))[Var(S(X,0))]TS(X/)
=g/⑻-⑹]-iS(X (6.7)

所以根据直角三角形斜边的平方大于直角边的平方(如

图 6.2 所示)，有

/(X)— g 区®S(X,助

等号成立表示 0(X) - g 与 应®S(X/)) 重合.
因此

S(X£)

图 6.2 克拉默-拉奥方差下界

命题 6.1 克拉默-拉奥方差下界

对 g(0) 的任一无偏估计 4(X), 在正则条件下有

Varg(@(X)) 0(0))2［九1(明t. (6.8)

这就是克拉默-拉奥方差下界.

利用第四章协方差性质 (b) 中的柯西—施瓦茨不等式 [Cov(X,y)]2 Var(X)Var(Y),
可知

[Cov@X),S(X,0))]2 Var(S(X,O))Var(@(X)),

移项就直接得到克拉默-拉奥方差下界.我们这里用投影的推导给出了一个直观的几何解释.
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@ 注 在克拉默-拉奥方差下界中，

由 (6.7) 式，g 的任一无偏估计 e(X)在 S(X/)上的投影是相同的，因此任一无

偏估计的长度平方 (即方差)都大于等于投影长度的平方 (/ 内袱 T.而这个下界不一
定能达到.若达到了克拉默—拉奥方差下界，则 g(X)一定是 MVUE.

参数 9 信息量的大小，而 nl(8)则表示了样本量为 n的样本中关于 6 信息量的大小.从这可

以看出，/(0)越大，方差下界越小，意味参数 6 越容易被估计准确，样本量 n 越大，参数被准

确估计的概率越大.

(3)一个无偏估计量能否达到克拉默-拉奥方差下界必须满足一定的条件，这点不是本课

程的重点，所以略去了正则性条件的验证.由第一点注意可知，一般不容易达到.

(4)若参数为 (&,%,…以),即参数为向量，则由 (6.7) 式也可以推出相关的公式.

例 6.22 设 (Xi,X2,…，XV 是从总体 中抽取的一个样本，其中 抗 已知. 对

M 作点估计.

解 这里概率密度函数为

/"产卜从)= exp

{-排-叶//(〃)= (V^cr)T

资。=西.

由克拉默—拉奥方差下界不等式，任一 4 的无偏估计量的方差不能小于 拉/% 而不是从的

无偏估计，方差恰为 M/小故不是从的 MVUE.

当 M 未知时又仍是从的无偏估计.也可类似算出当 从 已知时，kTe(工 一 /1)2 是

的 MVUE.

例6.23 设总体服从指数分布 及印(1)，问 A-1 的无偏估计 X 是否为 MVUE?

解 指数分布的信息函数 1(A) 为

Xe~Xxdx = A~2
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6.5 点估计量的大样本理论

这里 g(x) = 入一\gd)= A"2, 所以样本量为 TI的克拉默一拉奥方差下界为

而 Var(H) =

["= 1

n/(A)
1

nA2 ,所以无偏估计 Var(X) 是总体期望 A-1 的 MVUE.

例 6.24 设总体分布服从 U(0/), 前面已经给出矩估计 2X 和修正的最大似然估计

Sxs),它们都是无偏估计，但是
n

/ 、
Var < Var(2X).

那么 巴里Xg 是否为 MVUE? 由于似然函数 上(%。)不是 9 的连续函数，在 6 =I处有间
n

77 -I- 1
断，所以导数在 e = x处不存在，无法用克拉默-拉奥方差下界来判断. 可以证明 四二x(m

是 MVUE, 但是证明超出本课程范围了.

例6.25 设 Xi,X2,・・・，*九 为来自二项分布 B(N,p) 的一组简单样本，问 p的无偏估计

X/N 是否为 MVUE?

解 二项分布 B(N,p) 的概率质量函数为

/Q,p) = _0严一力 1= 0,1,…，N.

所以

ln『(X;p)= ln0+Xlnp+(N — X)ln(l—p),

/(「)=E 以吟2
物 )

N-X、2
1-p J

二 斤(X - Np\ = Np(l— p) = N
- 10(i — 02(1一0产 P(i-Py

= _LVarm = 1 Np(l— 0)
- N2 V (X)-

僻 n

0(1 —0)
nN

即 p 的无偏估计 X/N 的方差达到了克拉默—拉奥方差下界，所以 X/N 是 p 的 MVUE. 当

N = 1 时，即用频率来估计概率，频率是概率 p的 MVUE.

6.5 点估计量的大样本理论

当样本量 n^oo 时点估计量的性质称为大样本性质. 大样本性质只有在样本量趋于无

穷时才有意义.与此同时，估计量在样本量固定时的性质称为小样本性质.所以大样本性质和

小样本性质的差别不在于样本量的多少，而在于讨论其性质时样本量是固定的还是趋于无穷

的(动态的).
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关于估计量或一般统计量的大样本性质的讨论构成了数理统计学的一个非常重要的部

分，称为大样本统计理论. 近几十年来得到了很大的发展，成为第二次世界大战后数理统计

快速发展的特点之一.有些统计分支，如非参数统计，其中大样本理论占据了主导地位（陈希

孺 等，1988）. 我们在这里仅仅提出估计量的相合性和渐近正态性的定义，这两点也是估计量

优良性的一种准则，具体就不展开了.

在讨论估计量的大样本性质中，相合性是一个重要的基础准则.

定义 6.5 相合性

设 O（X1,X2,���，X"）是参数 9的一个点估计，若当样本量kT OO 时有

0（Xi,X2,…， （6.9）

则称 d（Xi,X?,…，Xn）是 6 的一个（弱）相合估计量（consistent estimator）.

由于。一般都是未知的，因此在定义 6.5 中，依概率收敛要对一切可能的参数 8 都成立.

直观上，相合性就是当样本量趋于无穷时，估计量依概率收敛于参数 仇 即只能在 0 附近作越

来越小的摆动，这称为相合性，也称为一致性.

相合性是对一个估计量的基本要求.若一个估计量没有相合性，则无论样本量多大，我们

也不能把未知参数估计到任意精度. 这种估计量显然是不可取的.

n

例6.26 证明62 = L T（X。-刀）2 是总体方差。2 的相合估计.n
o=1

证 由大数定律，当九 TOO 时，

1
n

= 一 —不24e（x2）—田（X）］2 =。2.n
2=1

例6.27（例 6.10 续）设总体分布服从 U（0,9），证明 0的最大似然估计 0L = X（m 是 9的

相合估计.

证 由于对 6〉0 有

八
,8—e y.n—1 / 户、九

P（|%_引＞£）=/ -^—*=（1—）） —0, rifoo.

因此反为 e 的相合估计.
可以证明，矩估计是总体矩的相合估计. 一般而言，最大似然估计也是待估参数的相合

估计.

点估计的大样本性质中另一个重要的准则是其分布极限的特点，称为渐近正态性.
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6.6 扩展阅读：德军坦克问题

定义 6.6 渐近正态性

设 0(Xi,X2,・・・，xv 是参数 e 的一个点估计，设它的方差存在，记

Var颁XL,…黑))=0血

若当样本量 n —> oo 时有

lim 尸("I'X2, 二。 j= @(顼 VareR, (6.10)
九一8 、 CTn^) J

则称估计量 d(Xi,X2,…,XQ 有渐近正态性.

根据依分布收敛的定义,渐近正态性定义 6.6 也常常记为

(0(X1, X2,…，XV — 0)/。九⑻£ N®1).

估计量@(Xi,X2,・・・，X。)是否具有渐近正态性是其优良性的一个重要标志，因为一般而言 G
的分布很难得到，而我们在作统计推断 (区间估计和假设检验) 时要以估计量的分布为基础.

渐近正态性提供了估计量 征 的一个近似分布，利用它我们才能完成相关的统计推断.

在一般条件下，矩估计和最大似然估计都有渐近正态性，例如总体均值 M 的点估计 Xn,
由林德伯格-莱维中心极限定理,我们有

- M)/°~ N(O, 1).

例 6.28 设 Xi,X2,•…，X九 为来自总体 F的一组简单随机样本，设总体 F 期望和方差

分别为 4 和 则易知样本均值 X 和样本方差 S卷 分别为 从 和 接 的相合估计，且有

V^(x沱 —阳Sn N(O, 1).

对于参数函数 g(e)估计量的相合性和渐近正态性也可以作类似的考虑(陈希孺等,1998).

6.6 扩展阅读：德军坦克问题

在二战时期，首先出现在意大利的德军五号坦克(豹式坦克)因其速度快,装备有 75 mm

L70 长管战车炮，对盟军造成了很大的损失. 美军的谢尔曼坦克对阵德军的三号和四号坦克

表现不俗，但不敌德军五号坦克，需要多辆谢尔曼坦克才能击败一辆德军五号坦克.就在诺曼

底登陆不久前，有消息称德军有大量的五号坦克.为了确定这种说法的真实性，盟军需要估计

德军生产该五号坦克的数量.具体有两种不同的做法：第一种是使用传统的情报窃取，第二种

是使用统计学的方法来进行估计.盟军最初通过间谍、解码和逼供等传统手段收集信息，得出
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的结论是从 1940 年 6 月到 1942 年 9 月每月生产 1 400 辆坦克.但这个数字显然与事实不

符，因为在长达 8 个月的斯大林格勒战役中轴心国使用了 1 200 辆坦克，也就是说 1 400 的

数字高得离谱.最终盟军找到了关键线索：序列号.盟军发现每辆被俘坦克上都有一个独一无

二的序列号.通过仔细观察，他们发现从这些序列号可以推算出坦克的生产量.这些序列号主

要是变速箱的号码.假设坦克是按从 1到 N 顺序生产的，那么如何使用统计方法估算坦克总

数呢？

统计估计方法

在这个问题中，我们观测到 k 辆坦克. 直观上可以使用观测到的最大序列号 m 来估计

N. 这是因为在 N 辆坦克中随机抽查 k 辆，记观测到最大序列号为 X 则｛X® = 6｝的

概率为

给定总数 N 和样本量 k, 则

因此，可以得到

E(X(k))= 从 =
k(N + l)

fc+1

N =〃(1+ %t)-1.

于是由矩估计方法可知 N 的矩估计量为

N = X(k)(l +L)-l = m(l + L)-1.

可以证明，"是 N 的最小方差无偏估计，其方差为

Var(N) =(1+-鹏0⑻)= 《N.
K K十/ 用

从而标准差约为 N/k.

模拟研究

统计方法得到的估计量有多好呢？我们通过蒙特卡罗随机模拟来说明. 考虑 N 从 100

到 106,我们随机观测到 k = 20 个数，分别计算样本最大值w 估计值 N和估计的偏差等量.
最后通过图示来展示结果. 重复此过程 50 次. 从图 6.3 可以看出，预测值和真实值非常好地
匹配在对角线附近. 那么残差是如何波动的呢？很明显，在图 6.4 中，残差随着 N 的增大而
扩大.注意到方差约为 N/h 在上面的模拟研究中，我们固定了 k, 而增加 N, 因此随着 N 增

大，自然方差越来越大，相应地残差的波动也越来越大.
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102L「 1

102 104
真实值

图 6.3 预测值和真实值图

106

图 6.4 残差图

Mil 实验 扫描实验 18的二维码进行德军坦克问题的模拟实验，观察不同样本最大值下预测值与

真实值的关系.

从这个例子中，我们可以看出统计方法非常有效地解决了这个棘手的问题•使用统计方

法来确定德军坦克的生产速度，得出的结论是：1940 年夏天到 1942 年秋天，.德军每月生产
实验18 德军坦克
问题

246 辆坦克.而根据战后德军的内部数据，德军实际产量为 245 辆，只比估算值少一辆！那么

本例中，如果使用最大似然估计法，那么会怎么样呢?

本章总结

点估计的定义

、渐近正态性

图 6.5 第六章知识点结构图
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重点概念总结

统计推断有两大类，一类是估计，另

一类是假设检验.估计分为点估计和
区间估计. 本章介绍了点估计的两

种最常见的方法. 点估计涉及总体

矩，而最大似然估计涉及总体的密度

函数.

参数函数 g（%m2,���，％）的点估计

为 g（a,&,…，法），其中 均 为参数

%的矩估计或最大似然估计.所以求
参数函数的点估计，关键是得出参数

本身的点估计.

估计量的无偏性是指估计量没有系

统偏差，并不是说构造的估计量的值

就一定等于参数本身.

估计量的有效性是指两个无偏估计

的方差哪个更小些，而最小方差无偏

估计是在参数空间内每个参数 0 下

该无偏估计比其他不同任意无偏估

计的方差要小（而且至少在 J 的一

个给定值上严格不等号成立）.

克拉默-拉奥方差下界是在一系列

条件下估计量才能达到的方差，一般

情况下无偏估计量的方差要高于这

个值.

估计量的相合性和渐近正态性这类

大样本性质是统计中关注的一种重

要性质，由于涉及的知识要求超出本

书范围，本书中没有进一步讨论，并

不是这两个性质不重要.

习 题

1. 设总体 X 的概率分布如下：

X 0 1 2 3

P 俨 28(1- 0) 1 — 20

其中 0 < 6 < 1/2 为未知参数. 现从此总体中抽出一样本量为 100 的简单随机样本,

其中 0 出现了 10 次，1 出现了 53 次，2 出现了 16 次，3 出现了 21 次.试求 9 的矩

估计.

2. 设总体 X 的概率分布如下：

X 1 2 3

01 P2 1一 P1 — P2

其中 0 < Pi,P2 <1 为未知参数.现从此总体中抽出一样本量为 n 的简单随机样本，其
中 1出现了历 次，2 出现了z次，3 出现了 烟 次.试求 P 的矩估计.
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习题

3. 设 (Xi,X2,・・・，Xn) 是总体 X 的一个简单随机样本，试求总体 X 在具有下列概率质
量函数时参数 0 的矩估计：

(1) 9)= 1/d n = 0,1,2,…，9 — 1,其中 9(正整数)是未知参数;

(2)03;6)= (二)严(1一0产一。， l = 0,l,���，g

(3)p(x；。) = (劣 一 i)俨(i - g严-2, = 2,3,…，o< e< 1；
(4)p(N；6)= -9X /(x ln(l 一 6)), c = 1, 2,…，0 V J V 1;
(5) p(x; 0) = 6xe~e/xl, c = 0, 1, 2, • • .

4. 设 (Xi,X2,…• ,xn) 是总体 X 的一个简单随机样本，试求总体 X 在具有下列概率密
度函数时参数 e 的矩估计：

心;e)=|f
2伊_0/俨， 0<2</

i 0, 其他；

；(6> +1)/, 0<1<1/〉0,

、0, 其他；

'亚通-1, 0 <I< 1,9〉0,

、0, 其他；

' 6 i〉c(c〉0 已知),9

、0, 其他；

62(6 — 乃/夕， 0</</

、 0, 其他；

( 严/飞-忆 力〉0, 9〉0,t 0, 其他.

>1,

/30)={
/(.) = {
用；e)= {

(5) /3。)= {
(6) /(/;0)=

5. 总体X 的概率密度函数为

j旦e"?
/⑶ = 伊6 '

N》0,

1 0, 其他.

设 (Xi,X2,・・・，Xn)是来自总体 X 的简单随机样本.
求 e 的矩估计量 合

(2)求 0 的方差.

6.设 y = eX, 其中 x
~

N(wM), 求 E(Y) 和 Var(Y) 的矩估计.

7. 设 (Xi,X2,・・・，*九) 是来自正态总体 N(042) 的样本，求 0的矩估计:
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利用 E(|") = 利用 o =，Var(X)

8.总体 X 的概率密度函数为

1

刀， 0<6<仇

A" …<1,

0, 其他

(X1,X2,・- ,xn) 是来自总体 X 的简单随机样本,X 为样本平均值.

(1)求 6 的矩估计量。
(2)判断 4万2是否为 # 的无偏估计量，并说明理由.

9. 假设如第 2 题，并假定 02 = 20 二 2p. 记 p的矩估计为 现定义

试验证它们的无偏性并确定何者的方差最小.

10. 设总体 X 的概率分布为

X 1 2 3

P 1一。 9 — 俨 俨

其中 e e(o,i) 未知，以用表示来自总体 x的简单随机样本(样本量为 n )中等于 i的
3

个数 (e = 1,2,3),试求常数 Q1, 02,03,使得 T =E电M 为 9的无偏估计量，并求 T的
2=1

方差.

11. 设 (X1,X2,・・・，Xn)是来自总体 X 的样本，总体 X 的概率密度函数为

/(r⑼ =
1, 9 — 1/209+ 1/2,

八— 0C< 6< OO.
0, 其他，

试问样本均值 X 及 max x是否都是 9 的无偏估计？若不是则将其修正为无偏估计.
l≤^≤n

问修正后的无偏估计何者更有效？

4
12. 设 X1,X2,X3 是来自均匀分布总体 0(0,9)的样本，0 > 0 为参数.试证 - max Xc 及

o 1<£<3

4 min k都是 8 的无偏估计量，哪个更有效？
1«3

13.* 设(Xi,X2,…，XV 是来自总体 u(o,e) 的一个样本.证明：
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=max{Xi,X2,…，X"+ min{Xi,X2,…，X九}是 9 的一个无偏估计；

对适当选取的常数a，名 =Gmin{Xi,X2,…，X身是e的一个无偏估计；

(3)计算 公 的方差，并与 & =K max{Xi, X2,…，X"的方差作比较.

-I n

14.* 设 (Xi,X2,・・・，x。) 是来自总体 N3«2) 的样本，已知 瓦 =— y(x. _ x)2 为
n ~ 1

2=1

M 的无偏估计. 证明 员 =iR 虽然不是 拉 的无偏估计，但是 名 的均方误差较
71+1

小，即 石(灰 一 M)2 <E^_ 02产 这说明无偏估计不一定是最好的选择.

15.* 设 (XL,…，X总是来自总体13”)的样本,估计量 T(X1,X2,…，X.是参数函
数 q 的无偏估计.假设 T N(q ，苏)，证明:

E(|T(X1,X2,…，Xn) — q(0)|) =

16. 设从均值为内方差为 02 的总体中，分别抽取样本量为 m,n2,n3 的三组独立简单随机

样本 了1,乱 和 又3 分别是三组样本的均值.

(1) 证明：对任意的常数 Q,b,C 满足 Q + b + c= 1,则 Q% +标2 +0又3 是 4 的无偏

估计；

(2)求 c使得 Var(ae + bX2+ cX3) 达到最小.

17. 设 Xi,X2,���，Xn 为抽自均匀分布 u(o,e) 的样本.
选取适当的参数％%,c加使得 R = & = %min{Xi,X2,・・・，X" 和 质 =

dmax{Xi,X2,…，X身 都是 9 的无偏估计；

A (2 = 1,2,3)哪个更有效.

18. 指数分布总体 X~E如(JT), (Xi,X2,…，XV 为简单随机样本.

(1)选取适当的常数加力n，使得 R 和 d2 =加111也{*1/2,���，*身都是9的
无偏估计；

庆(分 = 1,2)哪个更有效.

19. 设从均值为外方差为 02 的总体中分别抽取容量为的，九2 的两个独立样本,又1,至2 分

别是两样本的均值. 试证明对于任意常数 a,Y = qNi+(1 - q)至2 是4 的无偏估计,

并确定常数 Q 使 Y 的方差达到最小.

20. 设有 k 台仪器，第 i 台仪器测量的标准差为 g,，= 1,2,.・・ ,k. 用这些仪器独立地对某

一物理量 6 各测一次，分别得到 Xi,X2,・・・，Xq 设仪器都没有系统误差，即 E(Xe) =
k

仇 e = 1,2,…，H 问如Q2,…，四 应取何值才能使。eQ/"古计 9 时，。是无偏
i=l

的，并且 Var(^) 最小?
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21. 设总体 X 的概率密度函数为

/（r；6）=
3//外,

0,

0 < <4
其他,

其中 e e(0,8)为未知参数，X1,X2,X3 为总体 X 的简单随机抽样，令 T = max{Xi,
X2,X3}.
(1)求 T的概率密度函数；
确定 见 使得 aT为 e的无偏估计.

22. 设(Xi,X2,・・・,Xn)是来自总体X的一个简单随机样本,E(X)=如Var(X)=02.
n—1

确定常数 C，使得。£(工+1 -工)2 为 M 的无偏估计；
e=1

(2) 记 至，S2 分别是样本均值和样本方差，确定常数 G 使得 了2 -CS2 是 42 的无偏
估计.

23. 设 (X1,X2,・・・，Xn)为来自总体 X 的简单随机样本，总体 X 的概率密度函数为

/3; = <

0, x < 0.

(1)选取适当的参数 。九,k，使得 a =X+即和 。2 = min{Xi, X2,…，Xj+心都是
9 的无偏估计；

(2)比较 = 1,2)哪个更有效.

24.试求第 1题参数的最大似然估计.

25. 试求第 3 题各情形下参数的最大似然估计.

26.试求第 4 题各情形下参数的最大似然估计.

27. (1)设 (Xi,X2,・・・，Xn) 是来自总体 X 的一个样本，且 X 服从参数为 A 的泊松分布.
求 P(X = 0)的最大似然估计；

(2)数据

r 0 1 2 3 4 5 》6

S 44 42 21 9 4 2 0

统计了某铁路局 122 个扳道员五年内由于操作失误引起的严重事故情况，其中『表示

一扳道员五年内引起严重事故的次数，s 表示扳道员人数.假设扳道员由于操作失误在

五年内所引起的严重事故的次数服从泊松分布. 求一扳道员在五年内未引起严重事故

的概率 p的最大似然估计.
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28. 设电话总机在某一段时间内接到呼叫的次数服从泊松分布.观察 1 min内接到的呼叫次

数，设共观察了 40 次，得如下数据：

接到的呼叫次数 0 1 2 3 4 5 》6

观察到的次数 5 10 12 8 3 2 0

试求泊松分布参数 A 的最大似然估计.

29. 设总体 X 网）/ e 2（Xim…，X"）是从总体中抽取的一个简单随机
样本，

=（-oo,0）,求 9 的矩估计和最大似然估计；

（2）设 6=（0,oo）,求 J 的矩估计和最大似然估计.

30. 设（Xi,X2,��� 九）是来自总体 X 的一个简单样本，总体 X 的概率密度函数为

/（①;a, b）= cexp｛—（a+ 法产｝, 6 > 0,a e R

其中 c为规范化常数，求 C 的值并求参数 的 MLE.

31. 设总体 X 的概率密度函数为

/3；%02）=看3r）2exp『3Q —四产｝,
求参数小02 的矩估计，写出求 MLE 的方程.

32. 设总体 X 石阳（一电）,小 > 0,求 P（X <X < 2A）的矩估计和最大似然估计.

33. 设总体 X 8（1,0）, 求 p（l — p）2 的矩估计和 MLE.

34.* 某电子元件寿命服从指数分布，其概率密度函数为

（ 入-%-2/、 0 V c v oo,

0, N 0.

从这批产品中抽取 n 个作寿命试验,规定到第 7个（0 < r 制电子元件失效时就停止

试验.这样获得前 r 个次序统计量 X（i） X • • • X（7）和 n个电子元件总试验时
r

间 T = ^2X +（几 - r）X（「）.，=i

（1）证明：2T/A 服从自由度为 2r 的 、2 分布,即 27“ ~福.
（2）求 A 的矩估计.

35. 人体中某个基因的形态有三种，分别是 AA, Aa, aa, 每个人的基因型只可能为这三种形

态之一.设总体中该基因的基因型分布律如下：
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基因型 AA Aa aa

概率 俨 20(1- 0) (I*

其中 e > 0 为未知参数. 现从总体中随机抽取 n 个人，其中 rn 个人具有基因型 AA,

n2 个人具有基因型 Aa, 九3 个人具有基因型 aa.试求 0 的最大似然估计.

36. 设从均匀分布总体 U(名/2)中抽取一组简单样本 (Xi,X2,・・・，*九)，试求未知参数
仇 的最大似然估计.

37. 设 (Xi,X2,…，XV 是来自正态总体 N(4曾2)的简单随机样本，其中 —oo < 4 < oo,
(72 >0 为未知参数.求 9 = P(X 2 2)的 MLE.

38. 设总体 X 的概率密度函数为

0<I<1,

1 n < 2,

其他.

其中 o < e < 1 为未知参数. 现从该总体中抽取一组简单随机样本 (Xi,X2,・・・
求 9 的 MLE.

39. 设总体 X 的分布函数为

I 1
_ e-x2/e

下0;0)=〈
0，

x 0,

其他,

其中 8 为未知参数且大于零，(Xi,X2,・�； 为来自总体 X 的简单随机样本.

E(X),E(X2)；

(2)求 6 的最大似然估计量。
(3)是否存在实数 Q, 使得 0 ——> Q

40. 设总体的数学期望为 小 (Xi,X2,・・・，X九) 是来自总体 X 的样本.假设 对02,… ，与
n n n

是任意常数，且 r o. 验证 £电工/e电是由的无偏估计量.
2=1 i=l i=l

41. 设 (Xi,X2,・・・，k冷) 是来自均匀分布总体 U(4用)的简单随机样本，其中C > 1 为常

数，e> o 为未知参数.
(1)试求 0 的最大似然估计；

(2)试求 e 的矩估计，并验证其是否具有无偏性.
42. 设(Xi,X2,…,%)为从几何分布

P(X = k) = p(l — k = 0,1,2,…， 0 < p V 1
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中抽取的简单随机样本，分别求出 0T 和 P-2 的无偏估计.

习题

43. 一袋中有 N个均匀硬币，其中 9个是普通的硬币，其余 N-9个两面都是正面.现从袋
中随机摸出一个把它连掷两次，记下结果，但是不看它属于哪种硬币，又把它放回袋中,

如此重复 n次.如果掷出 0,1,2 次正面的次数分别是的,几1,几2 次（ko + 几1 =n）,

试分别用矩估计法和最大似然法这两种方法估计袋中普通硬币数仇

44. 设（XLX2,���，乂九）是从总体 X 中抽取的简单随机样本，已知 X 的概率密度函数为

/3)=
Q-0)/cr

0,

1〉仇

其他，

其中 0〉0为一已知常数，而 0是未知参数

试求 0的矩估计 和最大似然估计 员；

（2）验证 病 的无偏性. 如果不是无偏的话，你是否可以将其修正得到 8 的无偏估

计瓦，庆？

比较 反 与 在2 何者为优（即方差较小）.

45. 若 Y = eX, 而X N（四, a2）,则随机变量 Y 的分布称为对数正态分布.设（e,K,…，
匕）是从总体 y 中抽取的简单随机样本，求 4和扰 的矩估计和最大似然估计.

46.设总体 X的概率密度函数为（2（7）-1 exp{-|j;-a\/a},其中 cr〉0和 q为未知参数.设

（Xi,X2,���，Xn）为来自此总体的简单随机样本，求 a 和b 的矩估计和最大似然估计.

47. 设总体 X 服从韦布尔分布，概率密度函数为

/30 =
Xa

0,

I> 0,

其他，
A > 0, a > 0.

设（X1,X2,…，Xn）为从此总体中抽取的简单样本.若 a 已知，求 A 的矩估计和最大
似然估计.

48. 设（Xi,X2,…，X"）为从总体 X 中抽取的随机样本,X 服从均匀分布 0但―1/2,9 +
1/2）,求 6 的最大似然估计.

49. 设（Xi,X2,…，XV 是来自均匀分布（7（420）的简单随机样本，其中 0 < 9 < oo, 求 6

的最大似然估计，它是 9 的无偏估计吗？如果不是，试对它略作修正得到 P 的一个无偏

估计.

50. 设（Xi,X2,…，Xr）和（毛庄,…名）是分别来自总体 N（四i,* 和z（人* 的两
组独立样本，求41,42 和 产 的最大似然估计.

51. 设（Xi,X2,…，Xm）和（an,…，%）是分别来自总体 N（m* 和小2号的两

组独立样本，求 n和 M 的最大似然估计.
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52. 设 (X1,X2,・・・，Xn)为来自指数分布总体

/(劣,6)= «-(/-"), N》出一oo <〃< oo

的简单样本.

(1)试求 M 的最大似然估计更，少 是 4 的无偏估计吗？如果不是，试对它作修正得到

4 的无偏估计“**；

(2)试求 4 的矩估计向并证明它是 从 的无偏估计；

(3)试问 a** 和“
哪一个有效？

53. 设 (Xi,X2,・・・，x-)为来自均匀分布总体 u(o,e) 的一个简单随机样本，求 e 的最大似
然估计图，证明心是9的相合估计.

54. 设(Xi,X2,…，XV为来自指数分布总体石即(1)的一个简单随机样本，己知X为1/4

的无偏估计.问 1/万是否为 A 的无偏估计？

55. 设 (Xi,X2,・・・，XV 是来自均匀分布总体。(名,92)的简单随机样本.试求 & 和 % 的
最大似然估计 a 和 名；

56. 设从总体

X 0 1 2 3

0/2 8 30/2 1 — 39

中抽取的一个简单样本 Xi网…，Xio 的观测值为(0,3,1,1,0,2,0,0,3,0),

(1)求 6 的矩估计量 0M 和最大似然估计量 五，并求出估计值；

(2)上述估计量是否为无偏的？若不是，请作修正；

(3)比较修正后的两个估计量，指出那个更有效.

57. 设 (X1,X2,・・・，Xn)为来自均匀分布总体 U(0,e) 的简单随机样本.证明下述断言：4 =
max{Xi,X2, • • • ,Xn}为 6的相合估计但不是无偏估计.

58. 设 0n 是参数 9 的无偏估计，其中乃为样本量.方差 Var(图)> 0 且 lim Var(") = 0.
n—>oo

证明：碍 是 / 的相合估计但不是无偏估计.

59. 设(X,X2,…，X") 为来自均匀分布总体。伊 — 1,9 +1) 的简单随机样本.0 的矩估计
为a =X. 证明：当tifoo时,岛仅一0)与N(0,l).

上式说明在一定条件下两者是等价的.但是理论证明，平均绝对误差估计比均方误

差估计更稳健 (robustness),即当实际模型与理论模型有点偏差或样本变化时，由平均

绝对误差模型得到的参数估计值不会变动很大.

60.* 设总体服从指数分布 E印(a)，问 A 的无偏估计是否为 MVUE?
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习题

61.* 设某个传染病患者的密接者有 200 人，密接者被感染的概率为 3%,如果每个密接者都

做核酸检测，需要做 200次.为了减少核酸检测的次数，可以采用混检的方法，即把若干

人的被检样本混在一起做核酸检测.先设把 200 人分为 20组,每组 10 人.问平均而言,

最多需要做多少次核酸检测才能检出全部感染者？方差为多少？如果 5 人一组，分为

20 组，平均要做多少次检测？你认为几人一组进行混检才能使检测次数最少？试推广

到一般情况.
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学习目标

理解置信区间的概念，特别要注意到置信区间是随机的，而参数是一个非随机的

未知常数

理解置信水平和精度是一对矛盾，我们是在满足一定的置信系数下寻找精度最高

的置信区间

掌握用枢轴变量方法求置信区间

掌握正态总体时求置信上限和下限的方法

理解在大样本情形下求置信区间的方法

7.1 基本概念

如前所述，点估计是用一个点（即一个数）去估计未知参数，但是有一个缺点，即无法估计

它与真实参数之间的误差有多大，所以自然想到能否把未知参数估计在一个区间内.例如，把

一个大一新生的年龄估计在 17- 19 岁，中午食堂吃饭的费用在 6 15 元等.所以区间估计

是一种常见的估计形式,其优点是把可能的误差用醒目的形式标出来了，即给出了参数的可能

值，从而为决策提供了充分的依据.

例71 1956 年，美国医学会杂志刊登了一个研究可的松（一种皮质类固醇激素）治疗急

性脑卒中的临床试验结果，这是第一次采用现代对照（未随机化）临床试验方法来研究急性脑

卒中医学治疗效果.该研究将临床诊断为急性脑卒中的 36 名患者（当时还没有脑部图像扫描

检查技术）根据病情分别给予可的松或安慰剂进行治疗.结果如下表 7.1所示：

表 7.1 可的松治疗急性脑卒中试验：死亡效应

可的松（n = 17） 安慰剂 m = 19） 相对风险（95%置信区间）

死亡 13（76.5%） 10（52.6%） 1.45（［0.88,2.40］）

作者宣称尽管拟合优度检验表明两组死亡率没有统计显著差异（见第九章例 9.9）, 但点

估计表明可的松可能对治疗急性脑卒中没有明显优势. 那么是不是可的松对治疗急性脑卒中

无益？我们在表 7.1中第三列计算了相对风险（可的松组死亡率除以安慰剂组死亡率）的估计
值及其区间估计.相对风险的点估计为 L45, 表明相对安慰剂组，可的松使得死亡风险上升了

45%（这正是直观上作出可的松无益的猜测的依据）.但是注意到 95% 的置信区间（一种区间



7.1 基本概念

估计方法) 比较宽，包括了可的松使得死亡风险降低 12%,或者使得死亡风险上升 140%.因

此可的松对治疗急性脑卒中无益的结论可能过于武断了. 区间估计使得我们可以估计可能的

效应并判断它们是否有价值. 实际上，临床医生并没有完全放弃皮质类固醇药物治疗急性脑

卒中.到 2009 年，已经有 24 个临床试验作了进一步的研究.总的来说，皮质类固醇药物对治

疗急性脑卒中是有益的！

区间估计在不同的统计观点下有不同的形式，本章我们要介绍的是最常见的频率学派观

点下的区间估计，其余还有贝叶斯学派观点下的贝叶斯可信区间估计和费希尔的信念区间

(fiducial interval) 估计等. 频率学派下的区间估计是由统计学家奈曼在 1937 年建立的，逐

渐获得科学研究和应用领域的广泛认可. 到 19 世纪 80 年代末，学术期刊已经要求论文必

须给出置信区间. 置信区间的理论很直观，为了书写简单起见，我们仅讨论一个一维参数，且

要估计的就是参数本身. 如果总体分布包含 k 个参数 (&,w,♦ •• ,纵)，而要估计它们的函数

g(042,・・・，源)，基本概念与估计一个一维参数并无不同.
设 (Xi,X2,・・・，*九) 是从总体 Fe.9 6 0 C R 中抽取的一个简单随机样本，所谓 0 的

区间估计,就是寻找两个统计量 R(Xi,X2,・・・，X。) <&(Xi,X2,… 构造区间血血〕,
在获得样本后，把 9 估计在区间 而应］中. 由于统计量是随机变量，因此所构造的区间能否

包含参数 6? 这里有个概率问题，我们希望

(1)可靠度要尽可能高，即概率

要尽可能大，这意味着我们做出这个推断的可靠程度.这里 将 指在给定参数 9 下计算概率.

(2)估计的精度要尽可能高. 由于区间 人,名］为随机区间，因此精度可以用平均区间长

度 F6(征2 -0)来度量，就是要求区间长度尽可能小.
但是可靠度和精度是一对矛盾，可靠度越高则区间越宽而精度就越低，反之亦然.例如你

把大一新生的年龄估计在［16,19］,另一个估计在［17,18］,则第二个区间估计的精度比第一个

要高，但是容易估错，即可靠度低；第一个虽然精度没有第二个高，但是可靠性比第一个要高,

即出错的概率比第二个要低一点. 如何来协调这对矛盾？区间估计的理论和方法就是研究在

已有样本的条件下怎样找到更好的估计方法，以尽量提高二者. 奈曼提出并被广泛接受的原

则是先保证可靠度，在此基础上尽量提高精度.为此引入如下定义：

定义 7.1 置信区间和置信系数

设 (X1,X2,・・・，Xn) 是从总体中抽取的一个简单随机样本，9 e e U k 为未

知参数. 瓦(X1,X2,・・・，Xn)V42(Xi,X2,…，Xn) 为两个统计量，给定一个小的正数
QG (0,1),若

Pe^{XuX2,.. . ,Xn) 0 e2{XuX2,. • • ,Xn)) = 1-a, V。e (7.1)

则称区间 阮,打］为参数 6 的置信区间 (confidence interval) 估计，置信系数为 1 — a.
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扫描视频 22 的二维码观看关于置信区间的讲解.

置信区间仅强调一个区间估计的可靠性要达到指定的要求. 在实际中，达到指定置信系

备窿盘 数的置信区间可能有多个，因此先寻找满足可靠性要求的区间，然后再在满足要求的区间中寻

视频22 置信区间 找精度最高的区间.此外，还要在最好的区间与计算方便性之间进行权衡.如果有一个理论上

精度最高的置信区间，但是没有显式表达，需要进行数值求解，那么为了应用的方便性，人们

常常选择一个容易计算有显式表达但精度不是最高的置信区间.

金 注 在置信区间定义 7.1 中，

(1) 6是一个未知的常数，但不是随机变量，所以它没有随机性，谈不上它落在置信区间的

概率是多小. 由于统计量是随机变量，所以可以讨论按我们的规则构造的区间估计有多大的

概率包含未知参数义 置信系数大体上可以这样理解：设 a = 0.05,若从总体中抽取了一个样

本，就可以根据统计量构造一个置信区间，则独立抽取 100次样本，就可以构造了 100 个置信

区间.在这 100 个置信区间中，大约有 95 个能覆盖未知参数 久 而有 5 个区间不能覆盖 0.对

于由具体一组样本值计算得到的具体区间，例如上文中的［16,19］,这种具体数值组成的区间

要么包含 仇 要么不包含 丛 没有概率而言.

(2)定义中的 a 习惯上取 0.01,0.05,0.1 等，即我们在前面定义小概率用的小正数.

(3)有时候我们无法证明 (7.1)式对一切 8 都恰好等于 1一％但知道不会小于 1-以 我
们称 1-a 为 曲,&］的置信水平.如果按照这一说法，置信水平不唯一. 因为若 P 为置信水

平，则小于 0 的正数都是置信水平. 置信系数是置信水平中的最大者. 在使用中，人们往往不
加区别.

(4)在置信区间的理论和方法的讨论中，我们视样本为一组随机变量，在处理数据时，把

样本视为一组数.下面我们给出具体的置信区间时，把样本视为一组数，所以用小写字母.

网实验扫描实验 19的二维码进行置信区间模拟实验，观察不同样本量下覆盖率的变化. 解释

置信区间和置信系数的含义.

区间估计的理论就是在保证置信系数 1- Q 下，去寻找有优良精度的区间估计，这里仅从
直观出发构造置信区间，我们先回顾一下下分位数和上分位数的定义：

g覆盖率
设总体分布为 F,其中 F 连续.称 wa 为总体 F 的上 a 分位数，是指

F(wa)= 1 — Q.

等价地，总体 F的下 a 分位数定义为

F(%)= a.

根据定义，下 a 分位数就是上 1 - a 分位数，所以 = wi_a.注意到本教材用的是上分位

数，而有的教材用的是下分位数. 上分位数的几何意义就是总体概率密度函数曲线与 I轴从

这点到无穷所夹的面积(如图 7.1 所示).
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7.2 枢轴变量法

如何找到一个置信区间估计？直观上未知参数 e 在优良的点估计附近，所以区间估计应
该以这个优良的点估计为中心，向左和向右扩展一点. 例如对正态总体n（出产），其中 02 己
知，如何求 从 的区间估计？由于不是4 的优良点估计（MVUE）,所以置信区间以X为中心

向两边延伸.注意到

夜（X —

而正态密度函数有对称性，所以一个合理的置信区间应该有形式 h-4至+血 其中 d是适

当的常数,称为误差界限（margin of error）.换言之,在指定置信系数下，这种形式的置信区间

长度最短.如果要求置信系数为 1 -% 就要求
P由（X — d＜〃〈X+ d）= l — a

00”）=1-》
根据标准正态分布上 a 分位数定义，如 为满足方程

(7.2)

m（①）=1 — a

的解. 在标准正态密度函数图形上就是曲线与 h 轴从点 到 00 之间的面积（如图 7.2

所示）.
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对一些特定的 Q, 从附表 1 中可以查出 ua 的值，例如，k0.05 = 1.645, M0.025 = 1.96 等.

由 (7.2)知 d满足

y/nd
a a/2.

即误差界限

所以 4 的置信系数为 1- Q 的置信区间为

r_ a _ o ] _
।

o
( 、

[劣 一 力+ 三力± (^&a/2・ (7.3)

由该例可以总结出一种找区间估计的一般方法，称为枢轴变量法.方法如下：设感兴趣的

参数为 仇

(1)找一个 J 的良好点估计 T(X), 一般为 0 的最大似然估计.

(2)构造一个函数 S(T/), 称为枢轴变量，使得它的分布 F已知，注意枢轴变量仅是 7,0

的函数，不能包含其他未知参数.

(3) 枢轴变量必须满足如下条件：V0 < 4 不等式 a S(Tr) b 能改写为等价形式

A e 凡其中 只能与 T(x)m b 有关，与 0 无关.

(4)取分布 F 的上 q/2 分位数 wa/2 和上 1一 a/2分位数必_引2,由分位数定义，有
P(g_a/2 S(T,0) Wa/2) = 1一

根据第 (3)步，不等式 奶—a/2 S(T,g Ma/2 可以改写为 A49 4 B 的形式，其中
4月是统计量.由置信区间的定义 j4句 就是 e 的置信系数为1-Q的置信区间.

例7.2 设 N = 31,22,…，%)是从正态总体 NW曾2)中抽取的一个样本，参数 也02

未知，求 N 的置信系数为 1-a 的置信区间.

解 根据枢轴变量法，又是 4的 MVUE, 由于 M 未知，所以四(万一 4)/o 不是枢轴变
量. 直观上，cr之 未知时用样本方差 S2 代替，但是 ，五(X — 4)/S 不是正态分布了，而是 脸一1

分布，这里显出 t 分布的重要性！如一1 分布与参数无关，完全已知，所以《(h -M/S是枢
轴变量，它满足上面的第 步要求，记 a—1 的上 a 分位数为 注意到 t分布概率密

度函数是对称的，所以容易得到 y 的置信系数为 1-a 的置信区间为
S S S

1土 1(^/2)=[x — x+ 7^%—i(a/2)].

例 7.3 设某小区的某单元 20 户居民每月煤气和水电的消费服从正态分布 N3/2), 本
月的平均消费为 160 元，样本标准差为 20 元，求居民平均付款额 从 的置信系数为 95% 的置

信区间.
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解 本题中总体方差未知，因此枢轴变量为 — 4）/S.把数据化 = 160,s = 20 代入

例 7.2 均值的区间估计公式，知

20
= 160士询

x 2.093 0 = [150.64,169.36].

20
儿 G了士 —13/2) = 160士 -=ti9(0.025)

注［150.64,169.36］是个具体的区间，n是个未知常数，该区间是否包含了 也只有两个答

案：“是”或“不是”，没有概率可言.说这是一个置信系数为 95% 的置信区间，不是说 从 有

95% 的概率落在这个区间内，而是说按上面设定的方法由样本产生的随机区间，有 95% 的概

率包含4.一旦算出具体的区间，就不能说有 95% 的机会了.

由上面公式知，在给定置信系数下，标准差越大,精度越低；样本量越大,精度越高，与我

们的常识吻合. 同时也看出，a 越小（即置信系数越高），标准正态和 t 分布的上分位数越大,
故精度越低，即置信系数和精度是一对矛盾. 当样本量 n很大时，由中心极限定理，不论总体

是什么分布，只要二阶矩存在，则，弘至- 4）/3 近似服从标准正态分布，这里 3为总体标准

差的相合估计.所以关于总体均值 4的置信系数近似为 1 - a 的置信区间为

把上面结论总结一下，正态总体均值 M 的置信区间为了主d,其中误差界限

d = <

a
滑a/2,

s

标如外

M已知,

M未知，

n>30, 未知，总体不必为正态.

(7.4)

有时候对区间估计的精度是有要求的,甚至是在试验之前就提出此要求，因此相应的样本

量就要事先确定下来.我们以下例说明如何确定样本量.

例 7.4 假设国庆期间大学生的娱乐支出服从正态分布 N3，M）. 如果希望以 90% 的置

信系数将平均娱乐支出估计在 100 元以内（即误差界限为 100 元），试在下述情形下计算至少

要调查多少位大学生：（1）d = 200 元； 根据经验，大学生娱乐支出在 100~1 700元.

解 （1）由于 挑 已知，我们已经知道4的置信系数为 1 — a 置信区间为又士些a。/2,因
此误差界限为 8a/2 从而由

I。。
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得到
2

n ua/2^
100

/1.645 x 200、2( 100 ) r 10.82,

即为达到要求至少需要调查 11 位大学生.

(2)由于 M 未知，因此需要估计 M.注意此时在试验前，还没有观测到样本，因此也不

能使用样本方差进行估计.由题意，经验表明大学生娱乐支出在 100~1 700 元. 也就是说，我

们可以认为 2% 的大学生支出不超过 100 元，98% 的大学生支出不超过 1 700 元. 类似于

例 4.16 ,98% 分位数与 2% 分位数之差约为 4% 因此标准差的一个粗糙估计可取为

人
样本 98% 分位数与 2% 分位数之差 1 700 - 100 ccc — = = 400.

4 4

从而样本量

n )
2

=
/1.645 x 400\2
( 100 /

* 43.30,

即为达到要求至少需要调查 44 位大学生.这里体现了利用已知信息的统计思想. 口

例7.5 考虑均值方差都未知时正态总体方差02 的置信区间估计.

解 方差 02的优良点估计为样本方差 S2.枢轴变量为.一1均2,它服从自由度为 n-l

的f 分布.由枢轴变量方法的第 (4)条，知

p(Xn-i(l- a/2) (n -W/— x工13/2))= 1 — 必

所以方差 02 的置信系数为 1 — 0的置信区间为

M G [(n - 1)-2/谣-13/2),(n - l)s2/x£i(l — a/2)].

大家一定注意到这里不是以 s2 为对称中心的区间，因为枢轴变量服从 x"i 分布，其概率密
度函数不是对称的. 寻找精度最高的置信区间需要通过数值优化方法，这导致应用上的不方

便，因此对这种情形，习惯上仍然类似于对称分布的做法，即两边各取 a/2概率. 口

例 7.6 设有两个独立正态总体，分别服从 TV(Mi^i)和 %(42,登)，其中 瑞，登 都已知.

求均值差 42 - Mi 的置信系数为 1 - 8 的置信区间. 如果 熄，竟 都未知时如何给出置信

区间？

解 这种情况在实际中经常发生，例如为了比较两条生产线产量有无差异，主要看生产线

的平均产量. 若从2 外，则认为 A 线比 B 线产量高. 试验可以这样设计：在 A 生产线抽

取 m 个班次，B 线抽取 n 个班次. 我们就是要从这两个样本来构造 42-41 的一个置信区

间，如果 0 在置信区间内，说明现有数据不足以表明两条生产线的产量有差异，如果 0在置信

区间外，说明两者产量有差异. 设 A 生产线的平均产量为 X,B 生产线的平均产量为 7,则

a)以及 P~N(42,登加)，由于两者独立，所以
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7.2 枢轴变量法

故可得枢轴变量及其分布为

氏二?」£—〃】) n(0,1), (7.5)

V而 +反
从而均值差 从2-41的置信系数为 1 — a 的置信区间为

42 -从1 G (歹-了)士 + J"0/?，
当然方差已知的场合很少发生，大部分场合都是方差未知. 若 m.n > 30,则可以用中心

极限定理得到 /12 -Mi的置信系数近似为 1 — 0的置信区间，大家可以自己写一下. 当样本量

都较小时，我们需要加一个条件域 =诚三接，此时可以用两个样本方差 Sf,S当 分别估计

如果只用一个样本，另一个样本不用，直观上浪费了信息，后面会看到确实是这样. 所以我们

可以把两个样本合在一起估计同一个拉.由上知(小 — 1)Sf +(n — 1)s2 可以估计 m+n — 2

个 M 从而 ———
1)当 + —— 可以估计 块. 因为 /2 分布有可加性 所以
m+n-2

(加- 1)S? +(n- 1)S? 2
V 八

记

(馆 — l)Sg +(n — 1)^2
S券 =

m+九 一 2

可以验证

(Y -X)-(42 — 41)
St

容易看出上式满足枢轴变量的条件，按第 (4) 步，可以得到 从2—处 的置信系数为 1 — a 的置

信区间为

从2 — 从1e g — n土 ST力m+n,—2(a/2).

查附表 2,对给定的 a,上分位数％(a)随着自由度 n 的增加而减少，即为自由度的减函数.

而置信区间的精度与上分位数成正比，所以用两个样本合起来估计公共方差，能增加自由度,

从而提高精度，这与直观吻合.

在本例中，设 r= 5,九 = 7,也假定两条生产线产量的方差相同.由在两条生产线上抽取

的两个样本计算得到 了= 62,3 = 48,s；= 25,名 = 16,取 a = 0.1,查附表得 力5+7-2(0.1/2)=

^10(0.05)= 1.812 5,由合样本估计的总体样本标准差为

st /(5-1)x 25+(7-1)x 16
V 5+7-2

= 4.427 2,

故从2 —处 的置信系数为 90% 的置信区间为
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从2 — 从1G 48 — 62士
V 5 x 7

x 4.427 2 x 力io(O.O5)

=-14土 x 4.427 2 x 1.812 5 二 -14 ±4.70= [-18.7, -9.3].
V 35

对上面得到的置信区间，你能作出什么结论?

上面所述称为两个正态总体均值差的区间估计. 可以看出，两个正态总体均值差的置信

区间也可以写成 9 -元士 d 的形式，不妨大家作为一个习题写出 d来.

在实际问题中，两个总体方差相等的假定往往只是近似成立，当方差之比在 1附近时，用

上面方差相等条件下作出的置信区间的置信系数与真实的置信系数之间的误差不大. 若方差

相差较大，则只能在方差不等条件下构造42 - % 的置信区间. 当方差不全已知且不相等时,
一个自然的枢轴变量就是在（7.5）中将未知的方差用它们对应的样本方差代替，但是枢轴变

量的分布无法得出，这就是著名的贝伦斯-费希尔问题（Behrens-Fisher problem）,可以得到

症似解（韦来生，2020）.

下面考虑两个正态总体方差比的区间估计问题. 设总体 X Nwi,虎），Y - N（42,登）,
分别从两个总体中抽取了一个样本 31,%…，z馆）和（町,沙2,…，％I）,均值未知,要作方差

比 冠/登 的区间估计.记 sf 和 s3为总体 x,y 的样本方差.由 f 分布的定义，

s力决
尸

即上式为方差比 冠/登 的一个枢轴变量，按枢轴变量法第 步，比值 8/登 的置信系数为

1一 a 的置信区间为

w［（S?/S2）^-I,m-I（l ~ a/2）,（J/域）片 i（a/2）］�

注 对离散型总体，枢轴变量法不易使用，因为满足步骤（1）（4）的枢轴变量一般不存在.

实际中一般使用下节介绍的大样本方法构造置信区间.

7.3 大样本方法

从上面的讨论知道，构造置信区间的关键是要知道枢轴变量的分布. 大样本方法就是利

用极限定理，特别是中心极限定理，来建立枢轴变量 s（t（x）,o）,使 s（t（x）/）的分布与 e
无关,这是有一定难度的.我们主要讨论构造比例 p的置信区间，因为比例 P在抽样调查等方

面经常使用. 构造其他离散总体参数的置信区间可以类似进行. 由于总体均值的优良点估计

是 T,所以可以讨论利用中心极限定理来建立一般总体均值的区间估计.
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7.3 大样本方法

7.3.1 比例 2的区间估计

设事件 A 在每次试验中发生的概率为 9,作 几 次独立试验，以¬ 记事件 A 发生的次数,

求 p的 1-a 置信区间.当 n 充分大时，由中心极限定理，近似有

亿6)

所以

Yn-np

JnpQ-p)

可以作为构造 p的置信区间估计的枢轴变量.由 (7.6)得

Pp(- ua/2 聿二旦 忆分卜1-a
，砂(I-0) 句

解二次不等式

得

—〃a/2
yn-np

，则1一彷

/ +

1 +

始/2
2九
a/2
n

士 &a/2

放(1-0
1

4/2
n 4n2

1+逐
n

(7・7)

其中 p = yn/n.称此置信区间为得分区间 (score interval).

视频 扫描视频 23 的二维码观看关于比例 p 的区间估计的讲解.

地实验 扫描实验 20 的二维码进行比例 p的置信区间模拟实验，观察不同参数下覆盖率的变化

情况.

例7.7 网络钓鱼是通过欺骗性垃圾邮件或者网页，意图引诱人们给出敏感信息(如密码、

银行卡号等)的一种违法攻击方式. 2016 年发表的研究论文*描述了一项试验，向 320 名参与

者展示一些网页，并要求他们识别哪些是合法的，哪些是钓鱼欺诈性的. 在研究的一个阶段,

有 157 名参与者将一个钓鱼网站误认为是安全的.记 p为参与试验人数中错误识别钓鱼网站

的比例，求 p的 95% 置信区间.

*XIONG A P, PROCTOR R W, YANG W N, et al., 2017. Is domain highlighting actually helpful in
identifying phishing Web pages? Human Factors, 59(4):640-660.

视频23 比例 p 的
区间估计

实验20 比例 p 的
置信区间
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解 显然 p 的点估计为 p = 157/320 = 0.491, 根据（7.7）知 p 的一个近似 95% 置信

区间为

0.491+ 1.962 /0.491 x 0.509 1.962
~~

2 x 320 _l-V 320 + 4 x 3202
1+ 1.962 1+ 1.962

320
~~

320

= 0.491士 0.054 =（0.437,0.545）.

因此，在 95% 置信系数下，我们得出在试验设置下有 43.7% 54.5% 的参与者不能识别该钓
鱼网站. 口

.该研究的观点是参与者通过检查浏览器地址栏里网站的域名地址能够有助于识别钓鱼网

站. 上述研究中，参与者没有检查该网站域名地址. 在另一试验阶段，向参与者展示了另一个

网页及其域名地址，此时有 31.6% 的参与者未能识别出该钓鱼网页.使用（7.7）,我们在 95%

置信系数下，得出在试验设置下有 26.7% 36.8% 的参与者不能识别该钓鱼网站.
注 由于构造的置信区间（7.7）是基于枢轴变量的极限分布，因此其近似程度既依赖于 n

的大小，也依赖于 p的值.

（1）区间（7.7）是 p 的一个近似置信系数为 1 — q 的置信区间，n 太小时置信区间过长,

精度不够，故没有多大的实际意义，一般当 n＞100 时使用.

（2）在实际中还经常使用一个更简单的公式：当 n 很大时，a如?/九 可以忽略，因此得到

p e 成士 ua/2 （7.8）

这是以 p 为对称中心的置信区间，称为瓦尔德置信区间，其效果肯定比公式（7.7）要差. 它

经过了二次近似，对 n 的要求更高了，一般要求 丽 ＞10 和 九（1-/）＞10 成立，所以

n 太小时最好不要用. 在一个研究才中对比了几种不同置信区间的实际覆盖率和名义覆盖率

差别.

（3）当 7T = p X 100% 时我们一般称为百分数，7F 的置信区间估计只要在公式（7.7）中用

7T 代替 P, 用 100 — 7T 代替 1—0即可.
在得分区间（7.7）下，如果要求区间的宽度为 w（误差界限为 w/2）,即

我们得到样本量 n 应满足

2〃a/2

/(「/) ।
磺/2

n 4n2
a%

1+上
n

= w,

‘SCHILLING M F, DOI J A, 2014. A coverage probability approach to finding an optimal binomial confidence
procedure. The Amer. Stat., 68(3):133-145.
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%2 I2的- W2 +，(2/2+(1 一 4/加2

(7.9)

(7.W)

其中 6 = 1- 忽略分子中含有 w 的项，取

_ 4或/2说
几 = 2

即当瓦尔德置信区间宽度为 v 时得到的样本量要求. 这两个确定样本量的方法都包含了 力,

因此需要在试验后利用样本得到. 这导致无法在试验前就确定好样本量 心 若试验者基于其

他试验可以给出一个先验估计 R), 则可以使用 PO 代替 P 来确定样本量 几 另外一种常见作

法是采用保守法，即注意到这两个式子右边都是在 P = 0.5 处达到最大，因此若在计算时使用

pq = 0.5 x 0.5 = 0.25, 则置信区间的宽对所有 0 V p<1 至多为 w,从而定出一个保守的样本

量 几.

例 7.8 如果要求例 7.7 中的 95% 置信区间的宽度至多为 w = 0.08, 使用保守作法确定

样本量 n.

解 利用 (7.9)知在 p= 0.5 时有

心芝 I2 x 0.25—苏 +〃(2 义 0.25)2 +(1 — 4 x 0.25)仅2

n =

_ 磺/2(0.53+
- //2(1 一*W2 W2

= 1.962 X号学。59640.082
例 7.7 中 95% 置信区间宽度为 0.108. 若要求区间宽度至多为 0.08, 则 n 至少为 597. 基于瓦

尔德置信区间时，利用 (7.10)得到几 至少为 601.

7.3.2 一般总体均值 4 的置信区间

设(X1,X2,•・ • ,X") 是从总体X中抽取的一个简单随机样本,E(X) = 4为感兴趣参数.

注意这里我们并不要求知道总体 X 的分布形式.若 E(X2) < oo, 根据大数定律，样本标准差

S是0的一个相合估计.再由中心极限定理，近似有

"(X-也)�N&1), (7.11)

所以 (7.11) 可以作为 4 的枢轴变量.不难得出，// 的置信系数近似为 1 -Q的置信区间为_ S
从 G 化土

由于用了中心极限定理,所以它的置信系数只是近似为 1-Q,近似程度不仅与样本量几有关,

也与总体的分布有关.

例 7.9 设 是从泊松分布总体 P(X) 中抽取的一个简单随机样本，求人的
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区间估计.

解 在泊松分布总体中，E(X) = xVar(X) = X/rL 由中心极限定理，近似有

所以 ，而(X — A)/，X 可以作为枢轴变量.仿前例做法，得置信区间为
[n ,

—〃a/2 y — 入) ua/2
O n(x- A)2 /2,

解这个二次不等式，得

\二一
七/2， J豆,心/27+亏±-川五十才 •

另一方面，由于 石(62)= A, 故当 n 充分大时近似地有

迎F 3,
因此 ，五(X — */S 也可以作为枢轴变量 (即瓦尔德置信区间)，由此得

(7.12)

s
X 力 土 (7.13)

取九 = 20,a = 0.05, 在一组样本下有 x = 2.6, s = 1.635, 由 (7.12) 和 (7.13) 分别得到

A [1.98,3.41],

A e [1.88,3.32].

因此，在h =20 下，两个区间相差不多.

例 7.10 设 尹九 是从指数分布总体 石如(八)中抽取的一个简单随机样本，求均

值 j =入-1 的 1 — a 置信区间.

解 可以用随机变量独立和的公式以及数学归纳法得到 2Mxi +X2 + .・・+ X x机,
从而 2n双可以作为枢轴变量，因此得到 入-1 的 l-a 置信区间为

— 'I机(a/2)‘X-(l — a/2)]・ 7'14

另一方面，E(X) = 0,Var(X) = g2. 当 k充分大时，由中心极限定理，近似地有

用士"，
故，石(X — 9)/0 可以作为枢轴变量，由此得

l一1 e r g了 怖了
I y/n+〃a/2 ' y/n — "a/2

取刃= 20,a = 0.05, Z = 5, 由 (7.14) 和 (7.15) 分别得到

A-1 e [3.370,8.186],

(7.15)
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入-1 [3.476,8.901].

由上看出，即使在 n=20 下，用中心极限定理得出的置信区间与精确分布 xzo 得到的区间相
差不多. 口

7.4 自助法置信区间

如果总体分布不是正态分布且样本量比较小，如何构建总体均值的置信区间？ 如何构

建总体其他参数，比如总体中位数和总体 90% 分位数，偏度系数和峰度系数等的置信区间?

统计学家布拉德利 •埃夫隆 (Bradley Efron, 1938一 )在 20 世纪 70 年代末提出的自助法

(bootstrap method) 在统计理论没有得出置信区间公式的情况下，仅仅通过使用已有的样本
数据而不对总体的分布做任何假设 (比如传统方法中的正态分布假设)，来计算统计量分布的

分位数等，进而给出置信区间. 这种方法用大量的计算来代替理论，现在许多统计软件包 (包

括 SAS、R、JMP Pro 和 Minitab 等)都实现了自助法的各种应用.本节我们简单介绍这种
方法在构建置信区间中的应用.

前面我们介绍的统计推断方法都是在给定一组样本量为 n 的样本下，通过利用某个(些)
特定统计量的抽样分布来进行.所谓抽样分布就是统计量的分布，或者等价地说，当我们假想

地从总体中抽取所有可能的样本量为 n 的随机样本时此统计量值呈现出的分布.图 7.3(a) 是
样本均值的抽样分布一个例子. 相反地，自助法考虑的是如果我们从当前已有样本值中重复

抽取会怎么样. 例如，从某个总体中得到一组样本量为 15 的样本，感兴趣的是对总体均值推

断 样本均值 X 作为推断时的统计量，其自助分布 (bootstrap distribution, 即基于自助版本

统计量的经验分布)就是从当前样本值中重复地随机抽取相同样本量为 15 的样本(即从样本

中重抽样)而得到的所有可能值 X 的分布. 显然，每次重复抽取必须是从当前样本值中有放

回地抽取，否则我们会得到相同的值 X. 图 7.3(b) 展示了自助法抽样过程.

//<3抽样疸〉
~~Q语Q

研

—*

(b) 又的自助分布

图 7.3 两种抽样波动性
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自助法将手头的样本当成了总体，因为样本在某种意义上代表了我们对潜在总体的所有

认识.再次说明，自助法的优势就在于其能用于没有理论(如 CLT)或不作分布性(如正态性)

假设的场合.标准自助法的步骤如下：

假设我们在当前样本值的收2,�- 山九 下想得到统计量 0的自助分布，则

(1)从 …qn 中有放回地抽取一组样本量同样为 n的样本，记为若，娟,* * 瑞，称

为一个自助样本.

(2)基于自助样本党,娱,・・・ 计算统计量 3的值,称为 J 的一个自助版本.

(3)重复上述 (1)-(2)步足够多次,比如 B 次,得到 8个自助版本 色，肉，… ，巧，它们

被用来近似统计量。的自助分布，也就是说视自助版本为 0的同分布复制.
这里我们说“近似”是因为我们仅重复抽样 B 次，统计量 小 的自助分布应是其所有可能

自助样本下值的分布. 可以证明，当样本量为 n 时，所有可能的自助样本有 (7二；)个.即
便对k = 15,其自助样本数目也超过了 7 700 万.自助样本的数目会随着 n 的增加而快速增

加.在实际中，一般常取 B =1 000.

设。为参数 9的一个良好点估计.为了构造 9 的 1 - a 置信区间，直观上，可以以 5 - 9
为枢轴变量，我们寻求 工和 U 使得

P(L^0-e^U)=l-a.

由于0—e 可以由心―小 来近似，因此其分布可以由自助版本 色 —4欲―0，… ，制— 4的经
验分布来近似.从而 上和 U 分别近似为 e[(b+i)q/2]) - 0 和融B+l)(l-a/2)]) - 4 代入即得.
这种方法称为基本自助置信区间.

定义 7.2 基本自助置信区间

设感兴趣参数 e 的点估计为。记其 b 个自助版本统计量 外，欧,•・・ ,。各 的样本 a/2
和 1 — Q/2 分位数分别为 疏8+加/2])和 ,@+1)(122)])，称

忸-瞅B+l)(l-a/2)])，2© -纵―]
为 6的 1 — a 基本自助置信区间 (the basic bootstrap confidence interval).

I .... . .. ... . . . . /

例 7.11 为了了解某种成分的平均含量百分比，对随机抽查的 30 个样品测量该成分的

含量百分比得到

22.8 16.4 13.7 16.9 30.0 16.0 14.1 15.1 14.2 18.2 22.9 27.7 16.5 16.2 40.2

19.1 13.6 19.0 20.3 19.8 18.3 15.5 15.8 19.1 11.6 18.5 16.1 17.0 12.1 19.3

试求该成分平均含量百分比的 95% 置信区间.

解 这里考虑使用样本均值构建总体均值的置信区间，但是总体分布未知且样本量 n =

30比较小. 图 7.4(a)展示了样本的直方图，由此可以看出总体分布不像是正态分布. 进一步

得到样本均值了= 18.53,我们使用 B = 1 000 个自助版本样本均值了*,其 2.5% 和 9.5% 分
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7.4 自助法置信区间

位数分别为 16.76 和 20.62.图 7.4（b）展示了它们的直方图，可以看出样本均值的自助抽样分

布有一点右偏，即偏离正态分布.使用基本自助置信区间方法，可以得到总体均值的 95% 置

信区间为

[2 x 18.53 - 20.62,2 x 18.53 - 16.76] = [16.44,20.30].

图 7.4 直方图

我们已经知道，对 0的（渐近）无偏估计。若其标准差 se（0）能够得到，且枢轴变量

阳@）
的（渐近）分布已知，则可以使用 t 来构建 e的置信区间.例如对正态总体均值 e,当 后 =至

时我们己经知道 T的分布为 t 分布（方差未知）或者正态分布（方差己知）. 当总体分布未知

时，需要对 进行估计.自助 t置信区间方法使用 A 的自助版本外自，… ，窿 的样本标
准差对 进行估计：

] ——
能8@ = \瓦 （这 一外产 亿16）

\ 1
5=1

其中了=e匕德/A 然后构建一个 “T 类型”的统计量

seB（0y

通过再使用自助法计算出 T* 的样本分位数心/2 和 4―"2,从而得到自助 t置信区间.
CX/4 -L CX / 4
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定义 7.3 自助 t 置信区间

称

为 8的 1 — a 自助力置信区间 (the bootstrap t confidence interval).

记样本值为 c=(如,政,•・・ 自助 t 置信区间的算法如下：

(1)由样本值得到 无

(2)对每个再抽样：

(a)从I中有放回的抽样得到第 b个再抽样样本小)= 3，),或),...，程))"=
1,2,…，A

(b)由第 b个再抽样样本计算落

(c)计算 年 的标准差估计 此e)(即对每个再抽样样本小)，生成 R个自助版本

一,德,•••-3使用自助法估计标准差):
~~

1

""

A —
余例)=5 万二7Em— 9*产， (7」7)

\ 1
k=l

其中数=e5碾/e 注意此步嵌套使用了自助法.

(d)计算第 b个重复下的 类型”的统计量 土⑹ =纥二2
能(优)

(3)重复样本 方⑴上2),…工⑻ 的分布作为推断分布，找出样本分位数％2 和 4—a/2.
计算 SZ@,即自助版本｛德｝的样本标准差.

(5)计算置信区间［。一 (_q/2能(0,@-可/2能(Ob
自助 t 置信区间的一个缺点是要再次使用自助方法得到标准差的估计 矣(德). 这是在再

抽样里面嵌套再抽样.若 B = 1 000,H = 1 000,则自助 t区间方法需要比别的方法 1 000 倍

的时间.

例7.12 对例 7.11使用自助 t置信区间方法求中位数的 95% 置信区间.

解 总体中位数 0 的自然估计为样本中位数 0 = 16.95.使用自助 t 置信区间方法，选择

B = 1 000,五 = 1 000 得到 95% 置信区间为［14.38,18.54］.

自助法构建置信区间的常用方法还包括标准正态自助置信区间 (the standard normal

bootstrap confidence interval)、百分位数自助置信区间 (the percentile bootstrap confidence

interval)和偏差校正和加速的 (bias-corrected and accelerated, BCa)自助置信区间. 详细介

绍可以参考文献*.

丰DICICCIO T D, EFRON B, 1996. Bootstrap confidence intervals. Statist. Sci., 11 (3)：189-228.
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7.5 置信限

直观上，在有了统计量 a的 B 个自助版本兔每，…，制 后，我们可以对 o 的所有分布
1 ——

特征进行估计.比如 P(A >o)«-fbi电> o)，偏差的估计 8等.

7.5 置信限

在实际问题中，有时候我们只对参数 e 一侧的界限感兴趣，例如对空气质量指数，我们仅
关心颗粒物的上限是否小于 50 /g/m3 (空气质量优)，即要求找出这样的一个统计量。使得

6 在 的概率很大，在 就称为 e 的置信上限.另一种只对参数 e 的下限感兴趣，例如对于小区
推出的某项惠民措施,我们仅关心支持该措施业主的百分率下限，即要求找出这样的一个统计

量幺使得 e 目的概率很大,且 就称为 e 的置信下限.为行文简单，以一个参数为例，下面给
出它们的定义.

定义 7.4
设(X1,X2,・・・，XV是从总体少(名⑼中抽取的一个简单随机样本,jWX1,X2,・・・
且 = 0(X1,X2,…，Xn) 为两个统计量.

(1) 若对 e 的一切可取的值，有

鼎例X1,X2,…，Xn)》0)= 1 —％ (7.18)

则称 在为 9 的一个置信系数为 1 — a 的置信上限；

(2)若对 e 的一切可取的值，有
将位(Xi, X2,…，Xn) 。)= 1-必 (7.19)

则称 0 为 9 的一个置信系数为 1 — Q的置信下限.

把 (7.18) 和 (7.19) 和区间估计的置信系数定义作一比较，发现置信上限和置信下限无非
是一种特殊的置信区间，其一端为 oo 或 -oo, 因此前面求区间估计的方法，可以平行移到此

处.例如，求正态总体 N(4b2) 的均值 4的置信上限，当 M 已知时，，后(刀―4)/0 是枢轴变

量，分布为标准正态分布，故

P(V^(X — 从)/(7 _〃a)= 1
_ a

(7.20)= P(X +乐〃a M

把 (7.20)与 (7.18) 作比较，即知了+资a。为 /1 的置信系数为 1-a 的置信上限.

同理,参数 4的置信系数为 1-a的置信下限为了—高四.从这看出，由于只要考虑区间

=1 — Q.

的一个端点，所以与置信区间比较，就是把奶/2 换成了 aa, 其余不变.当 拉 未知时，枢轴变

量由标准正态分布转化为 t 分布,可以得到参数门的置信系数为1-Q的置信上限和置信下限

257



第七章 区间估计

分别为于士a13). 正态总体中j的置信上限和置信下限分别为 1版/kLi(i-g)

和 5-1/2/述_13).其余总体参数的置信上限和置信下限可以类推.

例 7.13 设某地区 12 个测量点测得某时刻空气质量指数 (air quality index, AQI) (单
位：|ig/m3) 为

29, 37, 47, 57, 53, 60, 54, 51, 46, 44, 33, 32.

设空气质量指数服从正态分布，求该时刻空气质量指数的 90% 的置信上限. 能否说该时刻的

空气为优？(空气质量指数在 50 ng/m3 以下为优.)

解 通过计算易得了= 45.25, s = 10.393 3,由于当方差未知时均值的枢轴变量为 力 分布,

所以由上面的讨论可得 90% 的置信上限为

45.25+也簪小(。叫= 45.25+萼雪 x 1.363 4

= 45.25+ 4.090 6 = 49.340 6.

由于置信上限 49.340 6 < 50,我们有 90% 的把握说该地该时刻空气质量为优. 口

类似置信区间的构造过程,对非正态总体,在样本量较大时候可以使用大样本方法寻求置

信限，而当样本量比较小时候可以使用自助法寻求置信限.这里不再赘述了.

7.6 扩展阅读：“足球赛会杀人”的真假

足球赛会杀人？真的假的？一篇文章§的作者宣称一场足球赛对国家的死亡率有着明显影

响.他们的依据是 1996 年 6 月 17 日到 6 月 27 日荷兰全国心肌梗死或中风的死亡人数图

(如图 7.5 所示).
1996 年 6 月 8 日到 30 日在英格兰举办欧洲足球锦标赛，荷兰队提前进入四分之一决

赛，要与法国队在 6 月 22 日进行比赛.比赛是 0-0 平局，在加时赛中法国队靠罚球获得胜利.
根据荷兰广播协会的统计，大约有 980 万人观看了比赛，约占全国 1 550 万人口的 60%. 如

图 7.5(a) 所示，在 6 月 22 日，45 岁以上男性因为各种原因而死亡的人数增加了(173 例，而

前后 5 天平均为 150.1 例)，而在女性中则降低了 (146 例，而前后 5 天平均 164.1 例).作者
注意考察了因为心肌梗死或中风而死亡的人数数据. 如图 7.5(b) 所示，在比赛日 6 月 22 日,

男性死亡 41 例，而平均为 27.2 例，比赛日后死亡人数最低为 21 例. 对女性来说，因为心肌

梗死或中风而死亡的人数在比赛日及前后没有明显差别(38 例，而平均 34.1 例). 与 1995 年

和 1997 年同期数据相比也没有显著差异.对图 7.5中 6 月 22 日死亡率的明显上升现象，他

们解释其原因为观看 22 日荷兰队和法国队的足球比赛而导致的过度饮酒和精神压力 (荷兰

§WITTE D R, BOTS M L, HOES A W, et al., 2000. Cardiovascular mortality in Dutch men during 1996
European football championship: longitudinal population study. BMJ(Clinical research ed.), 321(7276):
1552-1554.
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7.6 扩展阅读：“足球赛会杀人”的真假

队输了) 的综合作用. 图 7.5 中中间的水平虚线是 6 月 22 日之前五天和之后五天的死亡人

数的平均值，而上下两条水平线表示 95% 置信区间. 1996 年 6月 22日的死亡率超出了 95%

置信区间，作者以此来支持他们的发现.

比赛日 比赛日

比赛日 比赛日

(a) 因各种原因而死亡的人数 (b) 因心肌梗死或中风而死亡的人数

图 7.5 荷兰全国 45 岁以上的男性和女性死亡的人数

(注：水平线表示 6月 22 日之前五天和之后五天死亡人数的平均值及其 95% 置信区间)

记 p 表示每天的人口死亡率,p表示其估计，sd(p)表示估计的标准差. 根据中心极限定

理，一个渐近的 95% 置信区间为.-孙・025Sd(/),/-"0.025sd(/)],

其中的.025 = 1.96 为标准正态分布的上 0.025 分位数. 对一个二项分布 6(N,0)进行模拟

(N = 1 0001= 0.05),计算 100 次置信区间并绘制结果如图 7.6 所示.可以看出，在 100 次

重复中，有 7次所得置信区间没有包含真值 p= 0.05,实际的覆盖率为 93%,和名义的置信系

数 95% 是比较靠近的.
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从这个模拟研究中可以看出，在有了样本值后，计算出的置信区间表示的是在重复使用

情况下实际的覆盖率会靠近名义的置信水平.单独一次试验计算的置信区间要么包含参数值,

要么不包含参数值.因此，解释置信区间时候要非常谨慎.论文作者的结论仅仅基于一场比赛

的情况，因此自然的疑问就是，为什么不考虑使用概率模型？刻画不同时间的死亡人数数据,

一个自然合理的概率模型就是泊松模型. 一旦建立该模型后，我们就可以计算出现图 7.5 那

样的情况的概率.论文提供了 6 月 17日到 27日因为心肌梗死或中风而死亡的男性人数，在

6 月 22 日死亡的有 41 人，每天的平均死亡人数为 (10 x 27.2+ 41)/11 7 28 人，计算可得一

天死亡人数大于 41 人的概率为 0.008, 而死亡人数在 21~34 人的概率为 0.820, 从而出现如
图 7.5 那样的情况的概率为

p = 0.8205 x 0.008 x 0.8205 = 0.001 1.

因此大约每隔 1/0.001 1 = 909天就会出现图 7.5那样的情况.这样出现图 7.5那样情况看起
来并不是非常意外，看起来更像是一个巧合.

本章总结

正态总体参数、枢轴变量法
指数分布总体参数 J
比加的置能鼻 大样本方法

其他L

基本自助置信区间
自助法

自助濯信区冠|

图 7.7 第七章知识点结构图
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习题

重点概念总结

点估计不能看出它与真实参数之间

的误差，所以在点估计的基础上引入

区间估计，即把参数估计在一个区间

内.由此引出区间估计的精度和置信

系数两个概念.

区间估计在不同的统计观点下有不

同的形式，各有自己的优缺点，本书

介绍的区间估计是在频率学派观点

下得出的.

枢轴变量法是区间估计中常用的一

种手段，不过得出枢轴变量要满足不

少条件，所以不是通用的方法，但是

对涉及正态总体而言，这是最直观的

方法.

置信系数和精度是一对矛盾，我们是

在满足一定的置信系数下寻找精度

最高的置信区间.在这一过程中，一
定要具体情况具体分析，不要盲目追

求高精度.

置信限仅考虑把参数估计在一个半

直线内，此时我们最关心的问题是在

一定的置信系数下参数的上限或下

限，这在实际问题中经常会遇到.

习 题

1. 为试验某种胶水的胶合能力，做了 10次试验,把两块胶合在一起的木板断开的力（单位:

N）分别为

561,459,534,601,476,516,522,490,480,550.

求胶合后断开木板的平均用力，在正态假定下求置信系数为 90% 的置信区间.

2. 令 ，Xio）是从 N（4,4） 中抽取的简单随机样本，假设样本均值 X = 48 ,

求4 的 95% 置信区间.

3. 在某一商学院毕业的某届硕士生中随机抽取了 40位,调查得知他们的平均起薪是 8 000

元，样本标准差是 900 元，求这一届毕业生平均起薪的 95% 置信区间.

4. 随机从一批钉子中抽取 9 枚,测得其长度（单位：cm）为

2.15, 2.13, 2.10, 2.14, 2.15, 2.16, 2.12, 2.11, 2.13.

假设钉子长度服从正态分布，分别在下列两种情况下，求出总体均值的 90% 置信区间：

（1） 0 = 0.01; （2） CT 未知.

5. 从某一小学的一年级学生中随机选了 9名男生和 9名女生,测量他们的身高（单位：cm）

如下，假设身高服从正态分布:
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男孩 126 131 120 125 116 126 117 130 117

女孩 122 123 124 125 125 118 120 120 114

(1)求这所小学一年级学生平均身高的 95% 置信区间；

(2)求这所小学一年级男孩平均身高的 95% 置信区间；

(3)求这所小学一年级女孩平均身高的 95% 置信区间.

6. 设 (Xi,X2,・・・ 为来自正态总体 N(3, 52) 的简单随机样本.若要求其样本均值位
于区间 (1,5)的概率不小于 0.95, 问样本容量 n至少应取多大？

7. 设一个测量仪器的误差 X 服从正态分布 N(0,M) ,其标准差 0 = 10. 若测量仪器无系

统误差，问至少重复测量几次，才能以 99% 的把握保证平均误差的绝对值小于 2?

8.假设(0.4,2.5, 1.8, 0.7)是来自总体X的简单随机样本.己知V= InX服从正态Nw,1).

(1)求 X 的数学期望a = E(X);

(2)求4的 95% 和 90% 置信区间；

(3)求 a 的 95% 和 90% 置信区间.

9. 一个无线通信公司，考虑改变按分钟收费为包月不限时间.公司预计新的策略会增加顾
客每个月的通话时间.为了验证这个结论，公司随机抽取了 900 个包月客户，其一个月

平均使用时间是 220 min, 样本标准差是 90 min. 同时也随机抽取了 800 个按流量收费

的客户，其一个月平均使用时间和标准差分别为 160 min 和 80 min, 假设使用时间服从
正态分布.

(1)求包月客户平均使用时间的 95% 置信区间；

(2)求按流量收费的客户平均使用时间的 95% 置信区间.

10. 试求第 9 题中，

(1)包月客户使用时间方差的 95% 置信区间；

(2)按流量收费的客户使用时间方差的 95% 置信区间.

11. 一家企业更换了领导，采取了新的经营策略.随机选取公司 11 种商品，更换经营策略前

后一个季度的销量(单位：万元)如下，假设销量服从正态分布：

前 69.3 38.0 131.4 123.1 127.3 57.7 95.7 89.4 93.8 102.0 73.3

后 72.5 33.5 132.1 129.8 121.2 54.0 104.6 92.6 119.4 84.7 85.1

(1)求更换经营策略前平均销量的 95% 置信区间；

(2)求更换经营策略后平均销量的 95% 置信区间；

求更换经营策略前后平均销量差异的 95% 置信区间.

262









习题

12. 试求第 11 题中,

(1)更换经营策略前销量方差的 95% 置信区间；

(2)更换经营策略后销量方差的 95% 置信区间；

(3)更换经营策略前后销量差方差的 95% 置信区间.

13. 设 (1.7,4,2.3,3.2)是从正态总体 N(2.542) 中抽取的随机样本，求产的 95% 置信

区间.

14. 设 (Xi,X2,・・・，Xg)是从正态总体N(w抗)中抽取的随机样本,假设样本均值不=48,
样本方差$2= 6本

求从的.95% 置信区间；

(2)求 M 的 95% 置信区间.

15. 某金属的密度测量值 (单位：g/cn?) 服从正态分布 N加冷,如果观测 25 次，算得样

本均值为 3.2, 样本标准差为 0.031.

(1)求该金属密度 从均值的 95% 置信区间；

(2)求该金属密度。标准差的 95% 置信区间.

16. 一批零件的长度 X N(482), 从这批零件中随机抽取 10 件，测得长度 (单位：mm)
分别为

49.5, 50.4, 49.7,51.1, 49.4, 49.7, 50.8, 49.9, 50.3,50.0.

在下列两种情况下求这批零件长度总体方差 拉 的 95% 置信区间：

(1)〃= 50 mm; (2) 从 未知.

17. 假设用机器包装精盐的质量服从正态分布 NW«2). 现从生产线上随机抽取 10 袋，测

得其质量(单位：g) 为

501.5,500.7, 492.0, 504.7, 483.0, 512.8, 504.0, 490.3, 486.0,520.0.

试在下列两种情况下分别求总体方差的 95% 和 90% 置信区间：

(1) 4 = 500 g; 从 未知.

18. 随机抽取 16 发子弹做试验，测得子弹速度的样本标准差为 S= 12 ,假设子弹速度服从

正态分布 \ 分别求 0和 M 的 95% 置信区间.

19. 设 (Xi,X2,・・・，X")为来自均匀分布总体 U(0,0)的简单随机样本.对任给的a e (0,1),

求常数 %,使得［max{Xi,X2, • • • ,Xn}\ cn max{X1? X2, • • • , Xn}］为 。的 1- a 置信

区间.

20. 设 (Xi,X2,…，X") 为来自指数分布总体 E印(4) 的简单随机样本. 对任给的 a e
(0,1) ,

n

(1)证明 £2XX6 服从 X机 分布；
1=1
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第七章 区间估计

(2)求人的 1-a 置信区间.

21.在一次出租车涨价的听证会上，当有关方阐述了涨价的理由后，记者在场外随机采访了

50 位居民，询问他们对涨价的态度. 其中有 34 人认为物价涨了，出租车费用上涨合理,

有 16 人反对涨价.试对赞成涨价的居民百分数作 90% 置信区间.

22.从一批产品中随机抽取 120件来检验次品率，结果发现有 9 件次品.

(1)求这批产品次品率 p的点估计和 95% 置信区间，

(2)试求次品率 p的 95% 置信上限.

23.由于互联网的迅速发展，网上购物已被大家接受.某调查公司对 200 人的网购消费进行

了调查，发现 145人线上消费占消费者消费总额的 75% 以上，172人线上消费占消费者

消费总额的 60% 以上.

(1)求线上消费占消费者消费总额的 75% 以上比例的 95% 置信区间，

(2)求线上消费占消费者消费总额的 60% 75% 比例的 95% 置信区间.

24.某大学招生就业办公室称该校的就业率至少为 90%,先从该校随机抽查 105 人，发现其

中有 85人就业.问该校招生就业办公室的说法正确吗？(a = 0.05 及 a = 0.1)

25.假设顾客到一商场有 p的概率购买商品，现随机抽取了 500 个顾客，其中 15 个购买了

商品.求 p的 95% 和 90% 置信区间.

26.假设某一生产线上商品的次品率为 p ,现随机抽取了 1 000 个商品，其中 5 个为次品.

求 p的 95% 置信区间.

27.假设湖中有 N 尾鱼(N 很大)，现钓出 r 尾鱼，做上标记后放回湖中.一段时间后，再钓

出 s尾鱼(设 s远大于 r ),结果其中有 t尾鱼标有记号(s/已知).

若 r,N 未知，求 r/N 的 1 - a 置信区间；
(2)若只有 N 未知，求 N 的 1 — a 置信区间.

28.设 (Xi,X2,… 为来自均匀分布 。(/ 0)的简单样本. 对任给的 a e (0,1) ,采
用 6 的最大似然估计，构造 9的一个置信系数为 1 - Q 的置信下限和置信上限.

29.设一农作物的单位面积产量服从正态分布 N(80,M) ,其标准差 0 = 5 ,问至少需要几
块试验田，才能有 99% 的把握保证这些试验田的单位面积平均产量大于 75?

30.试求 3题中，这一届毕业生平均起薪的 95% 置信下限.

31.求第 4 题中，分别在下列两种情况下，这批钉子总体标准差的 95% 置信上限：

(1) 从 = 2.12; (2) 一 未知.32. 求第 5题中,

(1)这所小学一年级学生平均身高的 95% 置信下限；

(2)这所小学一年级男孩平均身高的 95% 置信下限；

(3)这所小学一年级女孩平均身高的 95% 置信下限.
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33.为研究某种轮胎的磨损情况，随机选取了 9 个轮胎，每个轮胎行驶到磨坏为止.记录所

行驶的路程（单位：km）如下：

42 350,40 297,43 176,41 010,42 657,44 210,41 879,39 678,43 520.

假设这些数据服从正态分布，求这种轮胎平均行驶路程的 95% 置信下限.

34.为了了解一批灯泡的使用寿命,共测试了 16个灯泡的寿命,得到寿命的均值为 1 600 h,

样本标准差为 15 h .假设寿命服从正态分布 N（出M）.

（1）求 4的 95% 置信下限；

求I的 95% 置信上限.
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第八章 假 设检验

学习目标

理解和掌握假设检验的概念和统计意义

理解原假设和备择假设、接受域和拒绝域、功效函数和检验水平、两类错误等基

本概念

能根据实际情况来设立原假设和备择假设

掌握在正态总体下均值和均值差、方差和方差比的假设检验方法

掌握比例 P的小样本检验方法

掌握似然比检验方法

理解 P值的含义

理解区间估计和假设检验之间的关系

8.1 问题的提法和基本概念

8.1.1 例子和问题提法

假设检验 (hypothesis test) 的概念在第 5 章统计推断中提到过，在这里我们通过几个例

子来给出假设检验问题提法的形式，然后在此基础上引进有关假设检验的一些基本概念.

例 8.1 按质量标准要求，合格的棉布单位长度瑕疵点不超过 2 个. 从一批棉布中随机抽

检 10包棉布，得到棉布单位长度平均瑕疵点为 3个.据此数据回答这批棉布质量是否符合质

量要求.

解 我们用统计学的语言表述问题：

(1)总体：感兴趣的是这批棉布单位长度瑕疵点数，记为 X,其分布为 F (即统计总体).

这是一个取非负整数值的随机变量，因此可以自然地假设总体分布为泊松分布 P(X), 但是参
数 A 未知(注意其他分布也是可能的，所以这一假设的合理性需要论证，下面我们先承认其合
理性).

样本：记 (Xi,X2,・・・，Xio) 为从该总体中抽取的简单随机样本，即抽取的 10 包棉布

中每包棉布单位长度瑕疵点数.

10

(3)统计量：已知 X = m ：X0 = 3.
' e=1



8.1 问题的提法和基本概念

有一个判断命题，要通过样本来判断参数（这里就是总体期望）E（X）= A≤2是否成

立. 把参数空间（0,oo）分为两部分： =（A : A 2}, 另一部分是％={a ：入 2}. 当
Xe Hq 时命题成立，当 x e Hi 时命题不成立.

（5）我们的任务是根据已获得的样本（X1,X2,���，Xio）的样本值来判断命题 x e Ho 是
否成立.其合理性是样本中含有参数 A 的信息.

此时，问题该如何解决呢？回想我们在证明数学命题是否成立时常使用的反证法：假设命

题的对立面成立，然后根据已知条件进行演绎推理，在某个地方就会得到和已知的结论、定理

或公理相矛盾的结果.问题出在我们的假设前提错误，从而证明了该命题.对我们现在考虑的

问题而言 若采用反证法的思想，则选择一个假设，比如飞（或 Hi, 以何者为反证假设前提需
要考量）成立，在此前提和给定的统计模型下，寻求与已知事实矛盾的结果.假设 Ko 描述了
统计总体 F 的特点，其成立进而影响了样本的概率性质. 由于 不 为参数 A 的无偏估计，因
此在抽检得到的 X 值比较大时，直观上就有理由怀疑假设 Ko : A 2 成立的合理性. 那么

X= 3是比较大了吗？看一个人长得高不高，就需要看比他高的人多不多，而不是看与他一样

高的人有多少.具体地，由于

10 oo /-1 n \

3（X23）= 8（f工）30）= f
£=1 fc=30 •

随 A 单调增加，因此当 外:X 2 成立时有

00
20“

Px（X ≥3）≤ Px=2（X ≥3）= V He-。出 ° 022.
k=30

这说明若％成立，则事件{不 3}是一个小概率事件！小概率原理告诉我们小概率事
件在一次试验中一般不会发生.但事实是此事件已经发生了，因为样本已经观测到了. 这与小

概率原理矛盾，那么问题很可能出在假设前提“为 成立”是错误的，因此有理由怀疑为 是

不成立的（即反证了 五1 可能是成立的）.

在上述统计推断过程中，我们使用了反证法的思想，但是这种反证法与证明纯数学命题时

使用的反证法不同，并不是形式逻辑中的绝对的矛盾，而是采用了“小概率原理” ，因此这是
一种具有概率性质的反证法，并不像纯数学的命题，要么绝对正确，要么绝对错误. 所以无论

作出关于假设前提成立或者不成立的结论，都有发生错误的可能. 口

此例说明了推断有关总体分布参数假设的一般思路，其中还有一些具体问题尚待进一步

说明，例如如何确定假设？选择何种统计量？如何控制推断结果的错误大小等. 对统计总体

（即总体分布）的性质所作的假设称为统计假设.使用样本对所作出的统计假设进行检查的方

法和过程称为假设检验.如果总体分布的类型是已知的，如上面是泊松分布，要检验的假设是

有关总体参数的某个取值范围，就称为参数假设检验问题.如果总体分布类型完全未知，就不

再是参数问题了，比如假设总体分布是泊松分布，我们称之为非参数假设检验问题.下面我们
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第八章 假设检验

介绍统计假设检验中常用的概念和名词.

8.1.2 假设检验中的几个基本概念

一个假设检验问题需要使用原假设、备择(对立)假设、检验统计量、拒绝域、两类错误

等术语进行描述.下面我们分别介绍这些术语的概念.

1. 原假设和备择假设

由于原假设不一定成立,一个自然的问题是当原假设不成立时你准备接受什么结论,这在

事前也要明确规定好.这个假设称为备择假设 (alternative hypothesis), 记为 或 Ha,就是

拒绝原假设后可供选择的假设.

在统计学中，我们把关于总体分布的某个特征的假设命题称为一个“假设”或“统计假

设”，例如假设总体分布为正态分布，假设总体分布为二项分布等，或者假设二项分布总体中

成功概率 p 0.5等.称之为“假设”就是这个命题是否成立还需要通过样本来检验.一般我

们把认为是正确的命题称为原假设 (null hypothesis), 记为 外,“原”就是原来就有的结论
或事实,例如上面例子中企业生产的棉布,长期以来的实际产品的单位长度平均瑕疵点数不超

过 2. 要确认的是当前生产的质量是否还是保持原有水平.换言之，将错误拒绝会带来很大后

果的事情作为原假设. 例如，司法上的无罪推断，即将嫌疑人无罪作为原假设，这样做极大地

有利于保护公民的利益. 又如对新药的批准，显然使用药品的患者是应该受保护的对象，这时

应该设定一个有利于患者的命题作为原假设，这个命题就是“新药不比安慰剂(或已有同类药

品)效果好”，以尽量避免患者用无效甚至有副作用的新药.

视频 扫描视频 24 的二维码观看关于原假设和备择假设的讲解.

视频24 原假设和
备择假设

例8.2 在一条食盐生产线上，己经调好每袋食盐的质量是 350 g, 由于长期生产，机器包

装的每袋食盐质量可能发生变化.我们随机从生产线上抽取 12 袋进行检查，要从中得出生产

线工作是否正常. 在这个问题中，由于是早已调好每袋 350 g, 所以正常生产时每袋质量可以
假定服从正态分布 N(350,o2),其中 02 可以设定好，也可能会随时间而变化. 我们的重点是

看均值有无变化，所以原假设就是为 ：m = 350. 如果根据样本发现原假设飞 不法立，每
袋食盐质量可能在 350 g 上下波动，因此备择假设为 %2排350. 另一种可能这个企业是
良心企业，每袋只会倾向于多一点，不会少于 350 g, 这时的备择假设就是每袋是否多了，即

Hi：4> 350. 当然也有另一种可能，即只少不多.这时检验的备择假设就是 Hi：n< 350.

原假设也称为零假设，即没有变化，这可以从上面叙述的食盐生产线例子中看出，我们要

观测这条生产线工作是否正常，就是看经过一定时间后生产线上每袋食盐的平均质量 从 是否

还是原定质量 Mo = 350. 备择假设有时也称为“对立假设”，就是与原假设对立的意思. 这
个词既可以指全体，也可以指一个或一些特殊情况. 例如棉布检验中，对立假设可以是全体

回 回

268



8.1 问题的提法和基本概念

A >2,也可以是 人 =3 或 3≤ 入 ≤5.一般地，记 00 和 01 是参数空间 的两个不交

非空子集，一个统计假设常表示为

其中 00 U 01 C 0.

氏：9 e仇c 9 e% (8・1)

2. 简单假设和复合假设

不论是原假设还是备择假设，其中的假设只有一个参数值，就称为简单假设，否则称为复

合假设.例如，为：4 = 350,其中参数 4 只能取一个值，所以是简单假设，而 Hi：从 # 350 中,
参数 4 可以取不止一个值，所以是复合假设.如果记感兴趣的参数为 6 e e U胆则常见关于
9 的假设形式有

：e = & — Hl ：e = &； (8.2)

为: 6> = % - Hi :9 次 6>0; (8.3)

Hq ：。 》Hi:9〉8°或 Hq :9 = J。 Hi :9>任； (8.4)

Ho ：9》9oc%:9 <阮或 Ho:9 =阮 分 Hi:9 <械 (8.5)

其中 相 为给定的常数. 假设 (1) 也称为两点假设，(2)称为双侧假设或双边假设 (two-sided

hypothesis), 和⑷ 称为单侧假设或单边假设 (one-sided hypothesis).

3. 检验统计量、接受域、拒绝域和临界值

在检验一个假设时用到的统计量称为检验统计量. 例如在棉布质量检验中 X 就是检验

统计量.使原假设得到接受的样本所在区域 4 称为该检验的接受域，而使原假设被拒绝的样

本所在区域 0,称为拒绝域(或否定域). 记样本为 X = (Xi,X2,・・・，Xn), 则接受域 A =

{(X1,X2,・・・，Xn)eA}和拒绝域。= {(X1,X2,・・・，Xn) G D}都是 中的一个区域，但

是在常见的假设检验中接受域和拒绝域通常可以简化为检验统计量 T(X)所处的区域. 例如

棉布质量检验中接受域 A ={X^C},而拒绝域为 D ={X> C}.由于 A.D 互补，知道其

中一个就能知道另一个.所以在处理假设检验问题时只要指出其中之一即可.

上述检验中，常数 C 处于一种特殊的位置，检验统计量X越过 C, 结论就由接受变为拒

绝，这个 C 称为临界值.也可能有不止一个临界值，如在检验食盐生产线是否正常工作时，假
设为为:h = 350 分 Hi：4# 350,一个合理的检验法则是选取 Ci <G,当 Ci x Q 时

接受原假设.此时 都是临界值.上述这些决策也可以用函数

9(Xi,X2,… ,Xn) =《 I
0,

(Xi, X2,…，xn)e3
(Xi, X2, • • • ,xn)e A

(8・6)
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来表示，称以 为对z和a 的一个检验函数（法则）. u = 1 表示拒绝（否定）％,b = o 表
示不能拒绝为（或接受 Ho）. 后面我们再进一步讨论用检验以 进行决策时的严谨表述.

8.1.3 功效函数

对于同一个原假设，可以有不同的检验方法，哪一种更好一点？这就有一个标准问题.为

此引入功效函数（power function）的概念，这是假设检验中最重要的概念之一.

定义 8.1 功效函数

设总体为 f（对6）,其中 9 =（&,w,���，以）e。£及人 为参数，及 是关于参数 8 的一

个原假设，设 D 是根据样本（Xi,X2,���，X。）对假设（8.1）所作的一个检验，则称

0/（9）=H（在检验 D 下/被否定） （8.7）

为检验以的功效函数.

由定义知功效函数是参数 9 的函数. 当真实参数 0* 属于飞 时，我们希望 00（6*）尽量

小，即原假设成立时，我们不希望拒绝它. 反之，若 6* 属于备择假设 Hi, 则我们希望 为z（J*）
尽量大，即原假设不成立时，我们希望拒绝它. 对于原假设的两个检验叫，啊，哪一个更好地

符合这个要求，哪一个就更好.自然地,若真实的参数 8* 属于备择假设 Hi 时，我们希望检验
『拒绝感的能力越强越好，而当 0* 属于假设外 时，我们希望检验9拒绝办 的能力越小

越好.这种拒绝办的能力即称为功效.为此，我们引入下述概念.

定义 8.2 检验水平

设 也 是假设（8.1）的一个检验，窕⑼ 为其功效函数，a 为常数，0 a 1.若

诙⑹ a, V 6 %, （8.8）

则称 &为办的一个水平 a 的检验，或者说，检验以的水平为 a（或检验 D 有水平 a）.
\ — — 一— 一,a- /

由定义知，若 a 为以的水平而明 a, 则的 也是检验的水平，即水平不唯一. 为了克

服这点不方便之处，通常只要有可能就选择最小可能的水平作为检验的水平. 不少教科书中

就直接定义为满足（8.8）的最小的 a. 但有时我们只知道（8.8）成立，而无法证明 a 已达到最

小，因此也不好称呼 a 是 D 的水平.本书我们把满足（8.8）的 a 就称为 D的水平，但是我们
尽量找最小的.显然，检验的水平是检验 U 错误拒绝为 所允许的最大概率.

8.1.4 两类错误

使用（8.6）所定义的检验函数 以 对假设（8.1）进行检验时，由于我们是根据样本作检验

的，而样本有随机性，所以 B必犯以下两类错误之一（表 8.1）:
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(1)当瓦成立时，但是检验法则 D拒绝了为,这称为检验必犯了第一类错误,也称“弃

真错误”，记为由近0),简记为 Q.

(2)当 班 不成立时，但是检验法则 B没有拒绝外,这称为检验 必 犯了第二类错误，也

称“存伪错误"记为公员0).

表 8.1 两 类错误

决策
事实

为 成立 为 成立

不拒绝飞 正确 第二类错误

拒绝 Ko 第一类错误 正确

根据接受域 A 和拒绝域 D的定义,我们只能犯两种错误之一.这两种错误与功效函数有

如下关系：

处 / 诙⑹，0 6瓦，
仅 0、Qip = < (8.9)[ 0, 8 e Hi,

色歹⑻ =( °’
。e跖 (8.10)[ 1-诙⑻，9eHi・

在检验一个假设外(或 Hi)时,我们希望犯两类错误的概率都尽量小,但是由 (8.9)和 (8.10),
这是不可能的. 对给定的样本，在选择检验 9时，要使其在飞 上尽量小而在 Hi 上尽量大,
这是两个矛盾的要求.正如在区间估计中，可靠度与精度的矛盾一样，要减少犯第一类错误的

概率，必然会增加犯第二类错误的概率，反之亦然. 好比在制定刑法量刑标准时，如果要尽可

能地保护好人，那么就要把条件尽量定得有利于保护好人，但此时必然会增加放过坏人的机

会. 因此有个谁优先的问题. 奈曼提出先保证犯第一类错误的概率不超过某个给定的很小的

数 Q, 在此基础上使犯第二类错误的概率尽量小.如果仅仅考虑控制犯第一类错误的概率，而

不涉及犯第二类错误概率所得到的检验，我们称为显著性检验 (significance test).

注 (1)定义 8.2 中检验的水平就是用这个检验时犯第一类错误的概率，我们把检验中犯

第一类错误的概率控制在 (0,国 内，a 也称为显著性水平.通常将 a 取为 0.1, 0.05, 0.01等较

小的数，具体取值视实际需要而定，有时候要求 a 很小，比如在涉及数十万个基因标记的基因

关联分析中，单个位点检验的 a 一般是 10-7 这样的量级.

(2) 显著性检验方法仅控制检验犯第一类错误的概率，也就是说，当 外 成立时不轻易拒

绝 风,如果拒绝了 飞,那么这一决策错误的概率不超过 a. 这表明原假设 为 和备择假设

% 的地位不相同，原假设为“被保护”了. 如果一个检验的结论是拒绝飞,那么这一断言

犯错的概率不超过 a; 但是如果检验的结论是接受 外，此时可能会犯第二类错误，而犯第二

类错误的概率并没有控制. 用接受原假设办 作为结论是没有保障的，因此更恰当的结论应
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该是不能拒绝原假设 Ho.

例8.3 某饮料厂在自动流水线上罐装饮料. 在正常生产情况下，每瓶饮料的容量（单位:

mL）X 服从正态分布 N（500,l（）2）（由以往的经验得知）. 经过一段时间之后，有人觉得每瓶饮

料的平均容量减小为 490 ml, 于是抽取了 9 瓶样品，称得它们的平均值为了= 492 mL. 能否

在显著性水平 0.05 下认为饮料的平均容量确实减少到 490 mL?

解 记 4 为均值，根据题设需要考虑的假设为

H。:从 = 500 » 丑1 ：川= 490.

因为 不为从的无偏估计，其应靠近 4 的值，因此基于统计量 X,我们采用标准化过的检验统

计量（减均值再除以标准差）
一

6（又一 500）
1 = .

10

当 Hi 成立时，T 的值倾向于小，因此检验的拒绝域取形如 {T<了},其中 了 为待定常数. 下

面我们用控制犯第一类错误的概率等于 a 来确定 了，即

< 丁|从 = 500）= Q.

由于 Ko :4 = 500 成立时 T服从标准正态分布，易知上面关于 了的方程的解为 了= — 其

中 ua 表示标准正态分布的上 q分位数，即检验的拒绝域为

{T<-%}♦

现在取显著性水平为 a = 0.05, 则临界值 孙.05 公 1.645. 另一方面，样本均值了= 492 ml, 样
本量切=9,故检验统计量 T 的观测值等于 —2.4, 小于临界值 -1.645, 即样本落在拒绝域中,
从而可以在显著性水平 0.05 下拒绝原假设，认为饮料的平均容量确实减少为 490 mL.

注 所谓显著性检验是指原假设在水平 a 下被拒绝时，检验统计量 T 达到了显著性，即
其值如此显著，以至可以拒绝原假设，故这一检验称为显著性检验. 显著性检验常常用于有关

某种效应或差异是否存在这样那样的问题，且我们主观上是希望这种效应是存在的. 因此显

著性检验可以简单理解为希望原假设被拒绝的那种检验.“显著”（significant）在统计上并不

是重要，而是代表光是靠机遇不容易发生.

此例说明了显著性检验方法可以从直观出发来构造合理的检验法则. 设定显著性水平为

4 则对关于参数的假设（8.2） （8.5）, 显著性检验方法的一般步骤如下：

第 1步：求出未知参数 9 的一个较优的点估计。=3^X2^- 如最大似然估计.

第 2 步：以 后 为基础，寻找一个检验统计量

T = T（@—o）,
使得当 o = 历 时，T 的分布已知（如 ，九） ,从而容易通过查表或计算得到这个
分布的分位数，用以作为检验的临界值.
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第 3 步：以检验统计量 T 为基础，根据备择假设 Hi 的实际意义，寻找适当形状的拒绝
域(它是关于 T的一个或两个不等式，其中包含一个或两个临界值).
第 4 步：当原假设成立时，犯第一类错误的概率小于或等于给定的显著性水平％这给出

一个关于临界值的方程，解出临界值，它(们)等于 T 在 J = 0。的分布的分位数，这样即确定
了检验的拒绝域.

第 5 步：若给出样本值，则可算出检验统计量的值. 若落在拒绝域中，则可拒绝原假设,

否则不能拒绝原假设.

第 6 步：根据具体问题和给定的显著性水平 q解释拒绝原假设或不能拒绝原假设.

8.2 正态总体参数检验

视频 扫描视频 25 的二维码观看关于正态总体参数检验问题的讲解.

8.2.1 单个正态总体均值的检验

正态总体是最重要的总体之一，对其参数的假设检验问题进行讨论是应用中的常见和重

要问题，其方法对其他总体参数的检验问题也具有启示作用. 本节我们分别对单个正态总体

的有关参数的假设检验问题，以及两个正态总体的有关参数间的假设检验问题进行讨论.

回
视频25 正态总体
参数的检验

关于单个正态总体均值 从 的假设检验问题，也称为一样本均值检验问题，在应用中常见

的假设形式有如下几种：

(1)瓦：〃》 — Hi : 从 <仰；

(2)现：从 如- : /1〉的；

(3)Hq • 儿 — No » ：〃#仰，
其中 如 为给定的常数. 第一个检验问题称为左侧检验，第二个称为右侧检验，前两个均为单

侧检验；第三个检验称为双侧检验. 这样称呼的原因在于它们各自的拒绝域形式为相应的单

侧区间或双侧区间.下面我们详细讨论.

设 (X1,X2,・・・，Xn) 是从该正态总体 N(血02) 中抽取的一个简单样本，对均值 4 的假

设检验问题 (1) (3), 其显著性检验方法依赖方差 M 是否已知，我们下面对这两种情形分别

讨论.

L 已知的情形

由于 从 的优良点估计为X,根据大数定律，n 很大时又与从 差别不大，所以若在假设检

验问题 (1)中备择假设成立，则 X 应该比 如 小，故不越小，直观上看来与备择假设 Hi 越
吻合也就是越倾向于拒绝原假设外；反之，则倾向于支持原假设.
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由于 O 己知，我们采用 X 的标准化量，其不改变不等式方向但方便于后续计算，由此直

观上一个合理的检验是

m 当 Z =
从。)
<0时拒绝原假设 /,否则不能拒绝 Ho.

其拒绝域如图 8.1:

细一c 的 X

图 8.1 检验 9的拒绝域

要确定常数 C,使检验口有给定的水平 a.为此考虑 9的功效函数诙3)，按定义 8.1,

诙 =%(Z< C)

当 M 已知时，旅(X-- "(0,1),所以o

%3=^(^c+ 6(黑-4)), (8.11)

由于 C+
6(阿-四)

是 4的严格单调减函数，故 户雇儿) 也是 从 的严格单调减函数，因此要
(J

对一切 4》从o 都有限/(4) a,只要 仇>(仰)= a 即可.由标准正态分布的上 a 分位数的定

义，应取 C满足

C=〃1一& = — (8.12)

把 (8.12)代入 (8.11)得到 9的功效函数为

'

诙 (8.13)

一个好的检验应该在控制犯第一类错误下犯第二类错误的概率越小越好，在这就是当

从<网(备择假设 Hi)时,施3)越大越好.由公式 (8.13)可知:

(1)与备择假设中参数 4的关系：/1 越小，为/(4)越大. 直观解释就是 z1 越小，离原假设

就越远,越容易和原假设分辨开，我们就越不容易把 Hi中的从当成是原假设.即犯第二类错

误的概率会越小.当然，如果 从 G Hi,但是很接近的，这时就容易把这个 从 认为是原假设，即

犯第二类错误的概率会很大.从功效函数也可以看到这点：当从<仰但很接近 mo 时，功效函
数为/(4)a a,而 a 一般很小，所以犯第二类错误的概率 1 —窕5 1 — a 很接近 1.

(2)与总体方差 M 的关系：设 N e Hi,接 越大，功效函数四道川) 越小.直观解释就是波

动越大，参数出仰 之间的差别被淹没在误差中了，不易区分开，所以犯第二类错误的概率就

越大.反之 请 越小，越容易检查出出阿 之间的差别.

(3)与检验水平 a 的关系：a 越大，则 a。越小，从而功效函数窕3就越大. 这个解释
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回 回
血实验 扫描实验 21 的二维码进行正态均值检验的功效函数模拟实验，观察不同参数和显著性

水平下功效函数曲线，样本均值的分布曲线以及两者之间的关系.

如果一个检验在控制犯第一类错误不超过 Q 时还被要求犯第二类错误的概率要小于指

定的数 0〉0,这等价于

实验21 正态均值
检验的功效函数

是 Q越大,表示能容许犯第一类的错误概率增大,这时作为补偿，犯第二类错误的概率应该有

所降低，即 为＜(4) 应该增大. 这里可以看到两个错误概率的矛盾关系. 大家也可以从司法条

文的松紧关系来理解这点.
—

(4) 检验函数与枢轴变量的关系：在检验中，由公式 (8.13) 我们用到
.(X 一如)

N(0,l),当 处 不固定作为参数时，这是关于网 的枢轴变量；当固定为 处 时，这就是一个

统计量，可以用于关于均值的检验.

/3加4)》1 — 0, V从＜4o, (8.14)

由上述第一点，当 但接近阿 时，在固定样本量 n时 (8.14)的要求不可能达到.所以

我们只能放松要求：从 离原假设远一点，即要求对某个指定的 Mi 网，有

0g(4)》1一四 V从 ≤4h
由于 仇＞3)是 4 的减函数，故上式等价于

说(41)》1 —凡

由公式 (8.13)得

呼叫4_如"一
要使 (8.16)成立，可变的就是样本量明不难得出

a2(uQ +
刃0)2

(Mo - 从1)2
即样本量要达到一定的要求.

(8.15)

(8.16)

(8.17)

关于一个检验在控制犯第一类错误不超过 Q 时还被要求犯第二类错误的概率要小于指

定的数 0〉0 的问题，在实际的企业产品的检验中经常使用. 国家标准(GB)就是根据控制

两类错误的概率分别对供货方和验收方制定相应的标准.

对检验问题 (2),仿照上述方法，可以得到基于 Z的检验是

v：当 Z ua 时拒绝用，否则不能拒绝用.

其拒绝域如图 8.2:

Mo 〃o+c %

图 8.2 检验 少的拒绝域
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此检验的水平为以功效函数为

对检验问题（3）,直观上一个合理的检验为

B〃：当 |Z|〉C 时拒绝 H8,否则不能拒绝 Ha.
其拒绝域如图 8.3:

(8.18)

出）-c 例 w+c 2

图 8.3 检验必'的拒绝域

要确定常数 C, 使检验 D〃有给定的水平以这等价于

1 — a = P^\Z\^C）= @（C）-孰—C）= 2孰C）-1

"0）= 1 — 卷
今 c=〃a/2・

上述检验中确定临界值均使用标准正态分布，因此称它们为（一样本）Z 检验. 我们比较
详细地讨论是因为模型足够简单，有助于对一些重要概念的理解. 至于方差己知的场合一般

在实际中是很少遇到的.

注 容易看出检验问题

为:从 = 4。什 Hi :从< 40

的检验函数与检验问题

%: 》如分为 :从<如

的检验函数是一样的，都是在
6（x - 4）

< 一人 时拒绝 飞,因为它们的检验水平都是 0.
a

所以我们没有单独拿出来讨论.在实际检验中，根据实际问题设立假设检验为 Ho:/1 = Mo

Hi : 从 V ho 还是 Hu : r 当 网 c Hl ：心 <的. 类似地，假设检验问题 为 : 从 = 从（） 分

H［ ：b > /io 的检验函数与 为 : 从 no n Hi ：4〉如的检验函数是一样的，且都是在

擀（X 二3 > 时拒绝办.
<7

此外，我们还发现双侧检验中的常数 C 与区间估计中的 C 是一样的. 单侧检验中的 C
就是置信上限（或置信下限），大家可以想一想原因何在？

画实验 扫描实验 22 的二维码进行一样本 Z 检验的模拟实验，观察不同样本值和显著性水平下
的拒绝域情况.

例8.4 随机地从一批铁钉中抽取 16 枚，测得它们的长度（单位：cm）如下：

实验22 -样本 Z
检验

276



8.2 正态总体参数检验

3.17 3.02 3.24 3.03 3.16 3.16 3.06 2.95 3.06 3.09 2.91 3.09 2.93 2.89 3.04 3.06
已知铁钉长度服从标准差为 0.1 的正态分布，在显著性水平 a = 0.01 下，能否认为这批铁钉
的平均长度为 3 cm? 如显著性水平为 a = 0.05 呢？

解 这是正态总体在方差已知时关于均值 4的假设检验问题，

:〃= 3一％:从 # 3.

取检验统计量为 Z = 3,检验的拒绝域为 团>〃。/2. 由样本算得检验统计量的值

为 N = 2.15, 如显著性水平为 0.01, 则临界值为 匈.0057 2.58, 与检验统计量的值比较发现不

能拒绝原假设，即不能推翻铁钉平均长度为 3 cm 的假设；而如果显著性水平为 0.05 时，临
界值为 孙.025 = 1.96, 此时可以拒绝原假设，认为铁钉平均长度不等于 3 cm. 这个例子说明
结论可能跟显著性水平的选择有关：显著性水平越小，原假设被保护得越好从而更不容易被

拒绝. 口

2.》未知情形

此时 X 仍然可以用来直观上确定三类检验问题的拒绝域方向.但是由于 M 未知，直接

使用标准化量 Z 会导致最后的检验函数包含。而不能使用.注意到样本方差 S2 是 抗 的良
好估计，因此在将X标准化的过程中用样本方差 S2 代替总体方差 得检验统计量

_ 6(X-仰)

它不改变拒绝域(图 8.1 图 8.3)的方向.而且注意到在正态总体下，当 4 =仰时,T 第一1,

因此能够计算出临界值.于是三类检验问题中的检验分别如下.

对检验问题(1),检验为

以：当T< 拒绝Ho,否则不能拒绝飞,

其功效函数

影（从e）=为口（7< -%-i（q））

一 ^n-lS=迎。
v^（x — 从） -〃）

是 6 =包瞪2 的单调减函数，且当 8 = 0 时其值为 期 从而当 4 2 40,即 从 e% 时，犯第

一类错误的概率 为 (7) 窕(4u,O) = Q, 这说明检验 D 有水平

类似地,对检验问题 (2),检验为

必：当T>如_i(a)时拒绝用,否则不能拒绝飞.

对检验问题(3),检验为

必'：当|T|〉如—i(a/2)时拒绝Hg,否则不能拒绝
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这三类检验称为一样本 t检验，是应用中最重要和最常见的检验.

而 实验 扫描实验 23 的二维码进行一样本 t 检验的模拟实验，观察不同样本值和显著性水平下

的拒绝域情况.

回熊烈回 例83(例 8.4续) 设方差未知，则在显著性水平 0.01和 0.05 下能否认为铁钉平均长度

巍为*

回蜜馥 解 这是正态总体在方差未知时关于均值 4的假设检验问题，
实验23 一样本 t
检验

H。:4 = 3- H1:N 我 3.

取检验统计量为 T = 包W，检验的拒绝域为 第—i(a/2). 由样本算得检验统计

量的值为 t = 2.16, 与显著性水平 0.01 对应临界值 ^(0.005) X 2.95比较，不能拒绝原假设;
而与显著性水平 0.05 对应临界值 方15(0.025) 7 2.13 比较，可以拒绝原假设. 即在显著性水平

0.01 下不能拒绝铁钉平均长度为 3 cm 的假定，但在显著性水平 0.05 下可以认为铁钉平均长
度不等于 3 cm, 此结论与方差已知情形一致. 口

当样本量 n 充分大时，由大数定律和中心极限定理，上面三类方差未知的检验中可以把

如—1(® 或 Ji(a/2) 分别用 uiI? 代替.而且，此时的总体分布不必是正态分布.这种情

况与区间估计的三种场合是一致的.

在实际问题中，关键的问题是如何设定原假设和备择假设. 显著性检验方法是现在大家

公认的检验,它仅控制犯第一类错误的概率.由于设定的犯第一类错误的概率上限 a 很小，即

在原假设成立的条件下根据样本在检验以下拒绝原假设是小概率事件，所以原假设和备择假

设的地位是不平等的. 我们是站在保护原假设的立场上，即没有足够的证据，我们不会拒绝原

假设 Hq. 反过来说，如果我们拒绝原假设，就说明我们有充分的证据说明原假设不成立.什

么叫“充分”？不同的问题，不同的场合要具体问题具体分析，不是一成不变的，即有人的因

素在检验问题中起作用.所以同样的一批数据，在不同的检验水平、不同的立场下可以得到原

假设成立的结论，也可以得出拒绝原假设的结论.

根据以上分析，我们给出设立原假设和备择假设的两条原则：

(1)把已有的经过考验的结论或事实作为原假设 外；

(2)把你希望得到的结论放在备择假设 Hi, 希望能通过拒绝原假设得到你的结论.

这两条是不矛盾的. 第一条是从保护原假设来考虑，所以接受原假设不一定是原假设一

定成立，只不过是“没有充分的证据说明原假设不对”，这也是我们使用“拒绝原假设或不能

拒绝原假设”作为检验结论的原因.第二条的依据是我们怀疑原假设不成立,如果在充分保护

原假设的情况下还是拒绝了原假设,那么我们就有充分的理由说明原假设外不成立，即有充

分的理由说明备择假设 Hi 成立.
由于原假设和备择假设处在不平等的地位，所以正确设立原假设和备择假设是非常重要

的问题.例如在我国的司法实践中，原先是“疑罪从有"即原假设是被公安机关抓进去的人
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就是罪犯，假定某个犯罪嫌疑人被抓进去就把他视为罪犯，只有完整的证据链能证明他没有

时间、不在现场等证据后才能认定不是罪犯;现在的司法实践的原假设是“疑罪从无”，即被

抓进去的人是犯罪嫌疑人，不是罪犯，只有完整的证据链能证明他确实犯了罪，才能给他定罪，

说他是罪犯.

下面看几个例子.

例 8.6 某超市食品经理从以往营业中认为顾客每次购买熟食的平均消费为 26.5 元. 设
消费额服从正态分布，随机抽查了 25 人，得知顾客每次购买熟食的平均消费为 24.2 元，样本
标准差为 6.3元，

(1)分别在 a = 0.1和 a = 0.05 显著性水平下，问该超市食品经理的结论是否正确？

(2)如果随机抽查人数为 60 人，在显著性水平 q= 0.01 下，问该超市食品经理的结论是
否正确？

解 (1)这是关于正态总体中均值的检验，由于方差未知，所以是力检验.问题是问“超市

食品经理的结论是否正确”，一般超市经理的话是应该相信的，所以把相信经理的话放在原假

设. 又问“是否正确”，这是一个双侧检验.所以具体检验步骤如下：

设立原假设和备择假设，本问题为

%:〃= 26.5 — H]:R # 26.5.

(ii) 已有数据 n = 25,/z0 = 26.5百= 24.2, s = 6.3.

(iii) 选择检验统计量 T =E之一叫查表124(0.1/2)=124(0.05)= 1.710 9,t24(0.025) =

2.063 9,代入数据计算得

:鼻产= L825 4.
6.3

(iv) 与 t 分布上 a 分位数比较，得出结论：由于 1.710 9 < 1.825 4 < 2.063 9,所以在显著

性水平 a = 0.1 下拒绝飞,在 a = 0.05 下不能拒绝飞•

(v) 解释结论：我们有 90% 的把握说明超市经理的结论已经不对了，但是数据不足以有

95% 的把握说明经理的结论不正确，根据保护原假设的原则迷们不能拒绝丑o.

(2) 当 ri = 60 时，由大样本理论，检验统计量 T = 6(%一仰)
近似服从标准正态分布，

计算得划.005 = 2.575 8,由于

面|24.2 — 26.5| _t — — / y〉2.5/3 o
6.3

拒绝 Ho, 即我们有 99% 的把握说明超市经理的结论不正确. 口

从本例中可以看出虽然数据相同，但是在不同的显著性水平下，结论是不一样的. 第二，

随着样本量的增加，证据越来越充分,所以说话的底气也越来越足.在只有 25人时，我们还不
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能以 95% 的底气说超市经理的话不正确，但是当样本量为 60 时，我们有“充分”的底气说明

经理的结论不正确，这里“充分”的底气是 99%.在 (1)中人数为 25 人时，“充分”的底气

是 90%.

例 8.7 产品说明书称普通 6 号尼龙钓鱼绳平均拉力不小于 12 kg. 现在随机抽查了 16

根，测到平均拉力为 11.8 kg, 标准差为 0.4 kg. 分别在显著性水平 q = 0.10 和 a = 0.05下检
验产品是否与说明书相同.(设尼龙钓鱼绳拉力服从正态分布.)

解 由题意，一般情况下我们相信产品说明书，所以把“普通 6 号尼龙钓鱼绳平均拉力不

小于 12 kg” 放在原假设外，这是一种思路. 另一种是我们发现样本均值为 11.8,比说明书上
的拉力要小，所以怀疑产品不合格，为此我们把这个想法放在备择假设中，希望通过拒绝原假

设来得到我们的结论，因为拒绝原假设要有充分的证据，如果数据支持拒绝原假设，说明我们

的结论成立是有充分根据的.从这也可以看出设立假设检验的两条原则是不矛盾的.

本题中，原假设和备择假设为 Ho3212cHi3<12.

(ii) 已知数据 n = 16,从0 = 12百= 11.8,s= 0.4, a = 0.1, 0.05.

(iii) 检验统计量 T = 6(*-仰),查表 tl5(o.l) = 1.340 6"i5(0・05) = 1.753 1. 代入数

据计算得
a/16(11.8- 12)t = = — 2.U.

0.4

(iv) 比较：力 = -2.0< -1.753 1< -1.340 6,在两个显著性水平下都拒绝飞.

(v) 解释结论：我们有 95% 的把握说明产品与说明书不吻合，即不合格. 口

这是一个单侧检验,在 a 的两个显著性水平上都拒绝了原假设飞,但是这两个拒绝的把

握程度是不相同的，在现有的数据下，我们可以有 95% 的把握说明产品不合格.但是能否以

99% 的把握来拒绝 Ho 呢？这要算过才知道. 查表得 115(0.01) = 2.602 5,由于t = -2.0 >

-2.602 5,不能拒绝原假设，即在目前数据下，没有 99% 的把握说明产品是不合格品.

例8.8 设某地区 12 个测量点测得某时刻空气质量指数 AQI (单位：^g/m3) 为
29, 37, 47, 57, 53, 60, 54, 51, 46, 44, 33, 32.

设 AQI服从正态分布,在显著性水平 a = 0.1和 q = 0.05下检验该地区空气是否为优？(AQI
不超过 50 为优.)

解 首先我们可以算得了= 45.25, 比空气质量优的最低标准 50 要低，如果该时刻该地区

的空气质量时好时坏，看到现在的空气质量指数为优，所以希望数据分析能支持这一观点，为

此，把 v V 50 放在备择假设.

这是一个单侧检验问题，为: 》506 Hi: < 50.

(ii) n = 12,仰 = 50,a = 0.1, 0.05, 由数据可算得 亍= 45.25, s = 10.393 3.

(iii) 检验统计量为 T = 6(七一网),查表 人1(0.1) = 1.363 4311(0.05) = 1.795 9,代入
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数据得
712(45.25 - 50)

10.393 3
= -1.583 2

(iv)比较：因为 —1.363 4〉力 = -1.583 2 > -1.795 9,所以在 a = 0.1 时拒绝％,在

a = 0.05 时不能拒绝 Ho.

(v)解释结论：根据数据，我们有 90% 的把握说明该地区天气质量为优，但是数据不足以

有 95% 的把握说明天气质量为优.到底天气质量优是以 a = 0.1 还是 a = 0.05 来报告，这要

事前规定好，比如事前告知报告的可信程度为 90%.

大家想一想，如果我们把 从 50放在原假设瓦，那么会有什么结论？

8.2.2 两个正态总体均值差的检验

在应用中常常需要比较两个总体分布的均值,例如比较两个班的平均成绩差异,某种减肥

方法前后的体重差异等. 根据样本抽样方式的不同，这类问题一般可以分为成组比较和成对

比较两种类型.

1. 成组比较

设(Xi,X2,…，Xm)是从正态总体 N(4i42)中抽取的一个简单样本，(h，约，… 是

从正态总体 N(j02)中抽取的一个简单样本,且两组样本相互独立,其中总体均值 41,42未

知，两个独立总体有相同的方差 产可以已知，也可以未知.这一类问题在实际中是最常发

生的. 例如，要知道一种新药是否比己有药的疗效高，可以安排一部分患者使用已有的药，另

一部分患者使用新药,然后检验两组患者之间的平均疗效是否相同，或者一种药比另一种药的

疗效要高.从统计学的角度看，就是如下的检验问题：设 6是给定的常数，考虑

(1)为：41 — 42》6分 Hi：41 — 42 < 8；

% ： — 42 6 A省：41 — 42 > 8；

(3)周’： — 42 = 8»W:41 — 42 次 也

在应用中常见的情况是 M 未知，6 = 0. 这样设计的试验下的检验问题称为成组比较问

题或者两样本均值检验问题.

所有概念和方法上的讨论与单个正态总体均值的检验没有本质差异. 由点估计和区间估

计的理论和方法知，X-P是血-42 的优良点估计，由于两个总体方差相等，当 02 己知时,

故取检验统计量为

V m n
由 (8.19),类似于单个正态总体均值的检验推导过程，结合在 从1 -外 = 6时 Z

~ N(0,1),
可
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得检验问题（1） （3）的水平 a 的检验分别为

g:当Z V —心时拒绝Ho,否则不能拒绝外；

gJ 当Z 加时拒绝现,否则不能拒绝风；

g〃：当0 心/2时拒绝 否则不能拒绝口『

(8.20)

(8.21)

(8.22)

如果 M 未知，可以用总体 X 和 Y 的样本一起来估计它.在区间估计中已得到一个优良

点估计为

St寸 m+n_2
，

其中 StSi分别为总体X 和 Y的样本方差.用 St 代替（8.19）中的叫得检验统计量

（&23）

注意在如 - 42 = 6时 r Wn-2,由此得到检验问题（1）~（3）的水平 a 的检验分别为

/1:当T V -M+九一2（®时拒绝用,否则不能拒绝感； （8.24）

/:当T 媒+九一2（s）时拒绝用,否则不能拒绝用； （8.25）

:当|T| 嬴+『2（a/2）时拒绝H8否则不能拒绝 （8.26）

着 这三个检验统称为两样本 t检验.再次注意到用合样本来估计样，提高了 t分布的自由度，由

嚣24 两样本' 此对同样的显著性水平以j+j2（a）的值减小，提高了检验的灵敏度.

府 实验 扫描实验 24 的二维码进行两样本 t 检验的模拟实验，观察不同样本值和显著性水平下

的拒绝域情况.

金 注 在上述检验中，当方差未知时要求两个总体分布的方差要相同，不然无法用 t 检验.

这在实际中不易做到，这是为了迁就问题的简单化而对实用背景有所损失的例子. 所幸的是:

只要两个方差之比与 1 相差不大，按方差相等来作检验，经验表明使用 t 检验的效果是可以

令人满意的.

若样本量8,n充分大，则不必要求方差相等，由大数定律和中心极限定理知，当 如一42 =
6 时统计量

所以可以把 Z作为检验统计量，对三种假设构造相应的检验.此时由于基于极限分布 N（0,l）

来计算临界值，因此所得检验的水平只能是在渐近意义下才能达到.

例 8.9 某企业巡查两条生产线 A 和 B 的生产情况，假设两条生产线相互独立，两条生

产线下每包产品质量均服从正态分布且方差相同. 现在分别从生产线 A 和 B 中随机抽取 17
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包和 10包检查每包的质量(单位：g).数据如下：

A: 7n = 17, 了= 498, si = 20;

B: 九 = 10, 歹= 507, $2 = 16.

取 q = 0.05,问两条生产线下每包的平均质量有无差异？

解 由题意知这是成组比较问题，方差相同且未知.问“有无差异”，所以是一个双侧检

验问题如下：

(i) Hq： — 儿2 = 0» »1：从1 — # 0.

(ii)在 Ho 成立时，检验统计量 T= 与二工 媒+吁2.假设 的水平 Q检验
\ m+ n St

的拒绝域为 |T|>输+-2(0/2)./ 、 /(17- 1) x 202 +(10 - 1) x 162
(iii) ST = V'

…

17率1Q二 2
= 6659 0.

查表 ^17+io-2(O.O5/2)=^5(0.025)= 2.059 5,代入数据,检验统计量 T的值为

17 x 10 498 -507-0
17+10

~~

18.659 0
= 1.210 3.

(iv)比较：由于用 = 1.210 3 < 2.059 5,所以不能拒绝飞.

(v)解释结论：在显著性水平 a = 0.05 下没有证据表明这两条生产线的每包平均质量有

差异. 口

例8.10 设甲、乙两矿煤的含灰率(单位：％)服从正态分布，为检验这两矿煤的含灰率有

无差异，从甲矿抽取 40 个样本，得了= 24.3,si = 2,从乙矿抽取 50 个样本，得歹= 26,62 =

3.5.问甲矿煤的含灰率是否比乙矿低？如果是低，能否说甲矿煤的含灰率是否比乙矿低 1%?

解 本题是问“甲矿煤的含灰率是否比乙矿低"，所以是单侧检验. 由于从数据看，甲矿

要低一点，根据第二条原则，把我们想要的放在备择假设 Ei,原假设/ 根据具体情况给出,

我们把原假设设定为甲、乙两矿的含灰率相同. 另外，这里没有给出显著性水平，一般而言,

如果没有给出，就按 a = 0.05 来处理.设甲矿煤的含灰率服从 N(四i,苏)，乙矿煤的含灰率服

从 N(42,登).检验问题如下：

％： =四2 — ：从1 < M2-

(ii)检验统计量：由于 m = 40,n = 50,可以用大样本方法.此时 tto.05 = 1.645,当 瓦 成

立时，检验统计量

+ 1"(N — P) 叼以

所以一个渐近水平 a 检验为

当 Z< — 时拒绝办,否则不能拒绝外.

(iii)代入数据并比较：n = -2.894 < -1.645 = -a0.05,所以拒绝原假设瓦.从而在显著

性水平 0.05 下可以认为甲矿煤的含灰率比乙矿低.

283



第八章 假设检验

若问甲矿煤的含灰率是否比乙矿低 1%,则检验问题为

一 从2 211-Hi :Mi 一从2 < -1-

其渐近水平 Q 检验为

/ q2 \ -1/2 _
当 z=(形+也) (X-y+1)< 时拒绝飞,否则不能拒绝外.

代入数据并比较：2 = -1.192 > -1.645,所以不能拒绝外.

(v)解释结论：我们有 95% 的把握说明甲矿煤的含灰率比乙矿低，但是没有 95% 的把握

说明甲矿煤的含灰率比乙矿低 1%.

思考一下，我们能以 95% 的把握说明甲矿煤的含灰率比乙矿低多少？ 口

例 8.11 设学生 A,B 的各门成绩服从正态分布，学生 A,B 的成绩有相同的方差. 现观

测到本学期学生 A,B的几门专业基础课成绩如下：

A: 86 92 85 78 88

B ： 94 80 85 76

能否根据这些数据判断哪个学生的成绩更好一点？

解 若使用假设检验方法处理此问题，则结果取决于原假设的提法. 而这需要考虑问题的

背景. 例如，前几个学期 B 同学的成绩一直优于 A 同学，现在想验证目前状况如何. 设46
同学的成绩分别服从 x(41"2),可(42e2).这时可以取假设为

为：从1 42» Hl：从1 >从2,

这种取法，配之较小的检验水平以 保证了必须要有充分的证据才能拒绝原假设，即改变对现

状的看法.由(8.23),代入数据，5 = 0,x-y = 85.8 - 83.75 = 2.05,st = 6.386 9,所以检验统

计量 T的值为
2.05

6.386 9
= 0.478 5.

自由度为 7,查表得 坊(0.05)= 1.894 6,由于土 = 0.478 5 < 1.894 6 = 坊(0.05),从而不能拒绝

原假设 Ho,即虽然本学期 A 同学的平均分高于 B 同学，但可能是随机因素造成的，还没有充

分的证据证明现状改变了，所以维持 B 同学的成绩优于 A 同学的结论.若我们一开始就采用

假设为: 2 42 分旧1 ： V 42,则由于拒绝域的临界值一定小于 0,而 了一歹〉0,必然是

不可能拒绝 飞. 我们的立场是保护原假设，所以设立这种原假设的前提是 A 同学的成绩优

于 B 同学，检验后显示现在情况没有改变. 最后，若我们站在中立的立场，即不知道哪个同学

的成绩更优秀一点，则合适的假设是

% ：从1 = 42 - H1：从1 次

用上面数据检验仍是不能拒绝原假设，即没有充分的证据说明谁的成绩更好一点.

这类问题，可以用两个总体均值差的区间估计来处理，大家不妨自己做一下. 口

注 (1)以上讨论了在不同的原假设下都不能拒绝原假设这件事，说明作假设检验时，如
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何设立原假设和备择假设是个非常重要的问题，设立的前提是要对背景有一定的了解.

(2) 此例再次说明接受原假设是个很模糊的概念，只能说没有充分的证据说明原假设不

对，即不是说原假设一定正确，但是在保护原假设的原则下认可了原假设.就好比在两人交往

中，原假设是“我爱你”，备择假设是“我不爱你”，如果接受原假设，说明没有足够的证据说

明“我爱你”不成立，但是并不表示“我爱你”，完全可能是我对你感觉不错，但不一定到了

“我爱你”的程度.

(3)上面的例子中之所以会出现在不同的原假设下都不能拒绝原假设这件事，一个重要的

方面是样本量不够，再一个原因是选择的显著性水平 q 太小. 显著性水平太小就意味着要有

更充分的证据才能拒绝原假设. 所以在实际检验中，一定要合理地选取显著性水平和保持一

定的样本量，才能得到满意的结论.

2.成对比较

在上述两样本正态总体的假设检验中，要求两个样本是独立的，但是没有要求样本量相

等.有一类试验中数据是成对出现的，所以称为成对比较.

样本｛(Xi,b),巴,K),…，(x一%)｝满足

。数据对之间通常可以认为是独立的；
。数据对内部的两个样本值通常不独立.

当感兴趣的是数据集 A和数据集 B的均值有无差异的检验问题时,通常是先对数据对内

部的样本取差，构造一个虚构总体 z = y — x 及样本 z1 = x1-yuz2 = x2-y2, ^ ,zn =
xn — %,考虑如下假设检验问题：

Ho ：Rz =C Hi : #。；
(2)周：从z》。》用： °；

(3)H卜 研：小〉C,
其中心 为虚构总体 Z 的均值，常数o = 0 是最常见的. 若数据是连续数据时候，可以假设

Z 服从正态分布，则相应的假设检验转为一样本正态检验问题.在大样本场合，由中心极限定

理构造标准正态检验统计量也能得到上面三种检验问题的渐近水平 Q 检验的拒绝域.这类问

题的检验统称为成对 t检验.

I制 实验 扫描实验 25 的二维码进行成对 t 检验的模拟实验，观察不同样本值和显著性水平下的

拒绝域情况.

例8.12 为了比较 A,B 两种玉米品种哪个更适合在某地区种植，可以选择 几块地，再将 卡加 成对 t 检

每一块地分为两部分，然后随机选择一块种植玉米 A, 另一块种植玉米 B, 这两部分土地在土
质、阳光、水、肥力等诸方面的外部条件都完全相同(至少基本相同)，待收获后，计算两个品

种 A 与 B 的单位产量之差，得到样本 Zi,Z2,・・・，Zn.由于每对数据外部条件基本相同，所以
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它们的差反映了两个品种之间的差异. 可以用这个样本对两种玉米品种的平均单位产量的差

异进行检验，其本质已经是一样本均值的检验问题了.

例8.13 为了比较 A,B 两种啤酒哪种更适合青年人，可以让一群青年每人喝两种不同品

牌的啤酒（先喝 A 还是 B 是随机的），然后打分（比如 1 10 分，分值越高表示越喜欢），记第

k 个青年给啤酒 A,B 的打分分别为 = 1,2,…，小则a =K — Xk 反映了青年对

两种啤酒的喜欢程度.由问题背景，Zi,Z2,…，Z九可以认为是相互独立同分布的. 若可以假

设虚构总体 Z 服从正态分布 N（4zy2）,则上述三类假设检验问题的检验过程就是单个正态

总体在方差未知时均值的检验过程，即为 t检验.

例 8.14* 1978 年在《科学》上发表的论文才报告了一个有趣的成对比较试验的结果. 把

呈现不同表情的一些人脸的照片，从中剖分为左右两半，并分别作出左边和右边的合成图，其

中左边合成图是把原来脸的左边与它的镜像拼合而成，类似地拼成右边合成图. 然后制成幻

灯片显示给若干专家，请他们把表情的强度按 1~ 7打分.为了说明问题，设有 8 位专家打分,

对每张合成图取 8人的平均分,假设 10个人脸左右合成图打分的数据如下：

取 a = 0.005,能否说明人的表情更显著地表现在左脸上?

左边合成图 右边合成图 Z/c =左一右

3.625 3.375 0.25
4.875 4.750 0.125
5.250 5.125 0.125

6.125 6.250 -0.125

4.125 3.750 0.375
5.875 5.125 0.75
5.250 4.875 0.375

6.625 6.250 0.375
6.250 5.875 0.375
6.375 6.250 0.125

解 试验满足成对比较检验的条件，记第 k 张人脸的左边合成图与右边合成图专家打分

之差为 勿，设打分之差服从正态分布 由题意，原假设和备择假设为

Ho: = 0» Hi：

检验统计量为 T=，庇/S,查表有 勿(0.005)= 3.249 8,计算得 5= 0.275,s = 0.234 2,代入

*本案例改编自《统计思想》(福尔克斯，1987).
*SACKEIM H A, GUR R C, SAUCY M C, 1978. Emotions are expressed more intensely on the left side of
the face. Science, 202(4366): 434-436.
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得检验统计量 T 的值为

t =VW x 0.275/0.234 2 = 3.713 2>力(0.005) = 3.249 8.

因此拒绝 感，即我们有 99.5% 的把握说明人的表情更多地表现在左脸. 口

年 注 成组比较与成对比较的试验设计理念是不相同的，成组比较的设计理念是指定一种

处理 (如吃 A 药) 实施于某些随机选择出来的试验单元 (如随机选择的一些患者)，而将另一
种处理 (如吃 B 药) 实施于另外的试验单元 (如另一批患者)，两个样本的样本量可以不一样,
试验结果给出两个样本的观测，分析用的模型常常是方差相同但均值可能不同的两个正态总

体的独立随机样本；成对比较的设计理念是指定两种处理 (如吃 A 药和 B 药)在包含一对试
验单元的单元内随机实施，这意味着两种处理的外部条件基本相同，它们的差反映了两种处理

效果的差别，所以我们对这 n 个差进行统计推断，在小样本情况下，一般假设一对试验结果的
差来自正态总体.

8.2.3 正态总体方差的检验

本节我们讨论单个正态总体方差的检验和两个正态总体方差比的检验. 关于方差的检验

问题在应用中也是常见的，比如仪器或一个测量方法的精度(指其内在的误差，不是指由于没

有调整而产生的偏离，如压力计有 0.5级、2.5级等,表示允许误差占压力表量程的百分比)是

否达到某种界限、产品质量的波动程度、两个不同投资的风险差异等问题.

先考虑单个正态总体方差的检验. 设 (Xi,X2,・・・，Xn)是来自正态总体 N(482) 的一
个样本. 其中 M 未知，从 可以已知，也可以未知. 我们主要讨论关于 从 未知下 拉 的检验问

题. 从 已知的场合较少，此场合下方差的检验推导过程类似于 从 未知场合，大家自行给出.设

嫌 为给定的常数，考虑如下检验问题：

飞:样 (Tq : cr2 < <7q；
(2) Hq :a2 (Tq -H- :a2 >(7q]

(3) Hq ：a2 = (Tq H* :找丰噫.
先考虑检验问题 (1),取 M 的优良点估计，即样本方差

由大数定律，当 n 充分大时，S2 与总体方差 M 相差不多.若原假设成立,则比值 S2/说 不能
比 1小太多，所以一个直观上合理的检验为

0：当y2 =但二粤 <0时拒绝外,否则不能拒绝飞. (8.27)

为确定常数 C, 就要计算犯第一类错误的概率以即 M e% 时的功效函数.注意在正态总体

下5一 1»2/拉 xLi,当融 e% 时，
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PT? < e %)= P(⑺二:应〈察士为)"(赞｝
其中 f为 xli 的分布函数.注意到上式与冗余参数 M 无关，且是关于 产 的单调减函数，所

以为了对一切原假设为中的 02,检验 (8.27) 犯第一类错误的概率都不大于以只要找 C,使

得 F(Cal/^) = F(C) = q即可.由此得 C = Xn-i(l -Q)・即检验 (8.27) 为

0：当 t2 < x"i(l — a)时拒绝办,否则不能拒绝飞. (8.28)

用同一个检验统计量讨论检验问题 (2)和 (3),不难得到第二个和第三个假设的检验分别为

"：当f > x"i(a)时拒绝现，否则不能拒绝现；

0〃:当 X2 <北—1(1 — g/2)或 f〉x"i(q/2)时拒绝8华(8.29)

否则不能拒绝

检验中蟾一1
的上 a 分位数可以在附表中查到.

注 上述检验犯第二类错误的概率较大. 为看出这点，设样本量几 = 51,a = 0.05,

X^o(0.025) = 71.420 2, ^o(O.O5) = 67.504 8, (0.975) = 32.360 0.

在显著性水平 a = 0.05 时，检验 4 要求在 50s2/加 > 67.504 8 时拒绝用：挑 而 这一

假设，就是说，方差估计值 S2 大约为 1.35加 时仍不能拒绝假设 说.如果是双侧检

验，差距更大，它在

32.360 0 50s2/诚 71.420 5

时不能拒绝 d2 =说.上述区间的上、下界比值约为 2.21倍.这说明像k =51 这么大的样本

量，方差检验仍不甚理想，即许多远离 苏 的值仍被接受为等于 说，就是说犯第二类错误的概

率会很大.

注意到作 02 置信区间时用到的枢轴变量为 (九一 1)S2Q2, 当 c2=苗 时转化为这里的检

验函数. 联想到正态总体均值的检验所用的检验统计量也是由相应的枢轴变量转化而来，所

以假设检验和区间估计有天然的联系.

剧实验 扫描实验 26 的二维码进行正态方差检验的模拟实验，观察不同样本值和显著性水平下

的拒绝域情况.

回
实验 26 正态方差
检验

解 这是正态总体在均值未知时关于方差 接 的假设检验问题,

例8.15(例 8.4 续) 在显著性水平 0.1下能否认为铁钉的标准差大于 0.1 cm?

* :a?《 0.12 — Hi :M〉Q.12.

检验统计量的值为 x2 = (n-l)s2/0.12 = 14.897 5,与显著性水平 0.1对应临界值后5(0.1) 卫
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22.307比较，不能拒绝原假设，即在显著性水平 0.1下不能认为铁钉的标准差不超过 0.1已经

不成立.

再考虑两个正态总体方差比的检验. 设 (X1,X2,…，Xm),(m心,…，%)分别是从正
态总体 N(四i,虎)和 N(42,登)中抽取的简单样本，且两组样本之间相互独立.考虑如下的检
验问题：

(1)飞:忧/登》b na :登/登 < b;

(2) Hq :决/登 4b- H：：此/诚 > 6;

(3)H&:忧/登 = b»坦：必""
b,

其中 b 为给定的常数，常见的情况是 b = 1,即两个方差相等. 第二个检验问题可以转化为第

一个检验问题，只需把d 和 登 互换一下，所以只需考虑第一和第三个检验问题.
记 Sg 和 Sg 分别为样本 (Xi,X2,…，X.)和(h庄,…，%)的样本方差，基于上述理

由，由方差比转化而来的检验统计量为

F = 5^/(^)

容易得到相应检验分别为

3：当 F< Fm_i,n_i(l - q)时拒绝Ho,否则不能拒绝外，

h：当 F> /一5―13)时拒绝现,否则不能拒绝现， 3 9八、

夕〃：当 F V Fm_i)n_i(l- a/2) 或者 F〉/—i,i(a/2)时拒绝玛,
否则不能拒绝

这三个检验统称为 F 检验.在查表时注意利用 Fm_ljn_i(l- a) =(乙一1师一13))-1.

例8.16(例 8.9 续) 试在显著性水平 0.05下检验两条生产线的每包产品质量的方差是否

相同.

解 考虑的检验问题为

为:d =登6％:黄 卢登.

代入数据,检验统计量的值为 F = s储sz = 1.562 5,与水平 0.05对应的临界值玛6,9 (0.975) =
0.328 和 Fi6,9(0.025) = 3.744比较得出不能拒绝原假设的结论. 口

8.3 比例 p 的检验

设 (X1,X2,・・・，Xn)是 0 - 1 分布总体 6(1,P) 的一个样本.关于 P的常见假设有三种:

％:p 00 — :p〉&;

：0》00 »印：夕<00；

(3) :p =& »H" p # 0o,

其中 po 为 (0,1)内已知常数.
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第八章 假设检验

先考虑假设 (1).由于 P的良好估计为样本均值 X,因此直观上看，一个显然的检验为

协：当刀>0时拒绝外,否则不能拒绝飞. (8.31)
n

注意到此时 X =工及 6(%P),因此上述检验可以等价表示为
4=1

协：当X>C时拒绝Ho,否则不能拒绝飞. (8.32)

这样利用 X 的分布来确定常数 C 更方便.记 X 的分布函数为心(n)，由于 X 只能取整数

值，故 C可限制为取整数，对给定的以此检验的功效函数为

与(彷 = P(X〉C)=1 — P(X C)

= 1-
c

=1—耳(C).

由于上式关于 P为严格增函数，故只需取 C,使得
C

/M&)=1-£
2=0
(；)血1一0。)j=i —的。9)=以 (8.33)

则对一切 p po,即 p G为，由(P) Q 成立.但是不一定能取到 G 使得 (8.33)成立.较常

见的是存在 使得

Co+l

4=0

于是可以得到不同的检验

Co /
年(。0)=e

2=0 ' (；)血1— &尸'=/(00+ 1),

协1:当X> Co时拒绝Ho；否则不能拒绝飞.

以及

协2 ：当X> Co+1时拒绝办；否则不能拒绝飞.

检验我 的水平超过以检验我 的水平又达不到 a.这时，一个经常采用的随机化检验是

欧3 ：当X Co时不拒绝感;

当X> Co +1时拒绝曷;

当X = Oo +1时，从［0,1］中任取一个随机数 U,若

tt
〉

1一 a — Fpo(Co)
%(00+1)-4。G)'

则拒绝原假设为,否则不能拒绝办.

可以验证，此时检验的水平恰好为 a.在所有涉及离散型分布的检验中，如要坚持约定的水平,

往往得通过这样的随机化.但这种做法，一则累赘；二则对实用工作者而言往往觉得不自然.

因此除非确有必要，实用上不大采用.
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类似地对假设（2）,可以得到一个检验为

8.3 比例 p的检验

以：当X<0时拒绝见,否则不能拒绝用,

其中。由
C-1

/（0-1）=e
2=0

确定.

对假设（3）,可以得到一个检验为

(1- 0o)J = a

协〃：当Ci X 3时不拒绝8名否则就拒绝Hg,

其中 Ci,G 由

"—1 / \ n / \

£（；）施（1-&尸+ £ （；）血1-Po）J = a
0=0 』02+1

确定.常常令

Fpo（c1-1）=e；血1一00尸=切2,
4=0 \ /

1—4。（G）= E 亦1-00L=0/2
M+i '"

以确定G 和Q.

在确定检验少和 砂〃中常数的时候,类似在确定检验 矽 中常数时遇到的问题，一般不恰

好存在满足要求的整数. 此时要么允许犯第一类错误的概率超过或者低于指定的水平，要么

采用随机化检验方法.

血.实验 扫描实验 27 的二维码进行比例 p 检验的模拟实验，观察不同样本值和显著性水平下的

拒绝域情况.

例8.17 —工厂向零售商供货，零售商要求废品率不超过 p = 0.05. 经双方同意，制定抽 步27 比例「检

样方案：每批（假定批量很大）随机抽取 几 = 24 件，检查其中废品个数 X,当 X C时，商
店不拒收该批产品，否则就拒收.试确定 C.约定检验水平为 a = 0.05.

解 这是假设 的检验问题.按（8.33）式，要找 C 使

益o5(0)= 0・95.

计算得到

瓦.05 = 0.884, 及.05 = 0.970.

因此，如果取 C = 2,此时检验水平为 0.116,即允许犯第一类错误的概率比约定的 0.05 高，因
此对零售商有利；取 C = 3,此时检验水平为 0.03, 即犯第一类错误的概率比约定的 0.05 低,
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第八章 假设检验

则对工厂有利.

照数字看，0.97 与 0.95 距离较近，似乎取 C = 3 比较合理.但如果零售商不同意，一定

要坚持 0.95 这个数，则只好采用随机化检验 协3：

X 2 时不拒收产品，当 X 2 4 时拒收.

（ii）若 X = 3,则按一定的概率不拒收.不拒收的概率为

1 — q — 瓦.05（2） 0.95 — 0.884— = = u.7b7.
及.05（3）— 及.05 0・97 — 0.884

可以这样设想：在一个含白球 767 个，红球 233 个的袋子里随机摸出一个球，如果是白球，产

品通过，否则就拒收.读者可以验证此时检验 初3 的水平恰为 0.

例8.18（符号检验）在例 8.13的成对比较问题中，我们假设了每个人的打分差服从正态

分布，然后使用一样本 t 检验去检验原假设“为:A, B 两种啤酒无差别”.这个做法的问题
在于：各人在差距如何以分数反映上尺度可能不一，同是感觉上这一点差距，有人觉得用 5 分

的相差就可以了，而有人可能愿意用 15 分. 这不仅会破坏正态性，也会使方差加大而降低检

验的功效. 因此，一种想法就是抛弃打分差的数值大小，而仅使用打分差的符号，这样就得到

了符号检验.如果记 m 为打分有差异的人数,X 为小个非零差异分数中正的分数的个数，则

X 其中 p 为偏好 A 啤酒的比例. 从而检验原假设“为 :A, B 两种啤酒无差别”
这一问题就相当于关于比例 p 的假设瓦：p = 1/2 的检验问题.我们在下一章 9.3节详细讨
论符号检验方法.

若样本量 n比较大（一般大于 30）,则根据中心极限定理对方程（8.33）有
C -npo

1 一 Q =Bo© =

C — npo
npo(l — Po)

因此得到

X -npo <y/npoQ -Po) ，砂o(l -po)

C « np0 + ，几。0(1 -Po),

(8.34)

此时得到检验 协 为

啦 ：当
X
〉%时拒绝外,否则不能拒绝为. （8.35）

，切0（1 -00）
此检验的水平近似为 a. 类似可得假设（2）和（3）的渐近水平 a 检验分别为

少：当 A二.0 <—g时拒绝现,否则不能拒绝用. （8.36）
y/npo（l - po）

和

协〃：当| |> aa/2时拒绝省，否则不能拒绝玛 （8.37）
1 500（1 -00）1

也就是说，当样本量较大时候，关于比例 P的检验问题（1） （3）可以视为是单正态总体下方
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8.3 比例 p的检验

差己知时关于均值的相应检验.这种方法可以方便地推广到关于两个比例差异的检验问题中,

其对应了两样本均值检验问题.

例8.19 一审计员声称某公司发票 10% 不正规，为检验之，随机抽取 100 张，其中 15 张

不正规，设 q= 0.05,问审计员结论是否正确？

1.666 7

(iv)比较：由于 |z| = 1.666 7< 1.96,故不能拒绝％.

(v)解释结论：表面看，不正规发票已超出 15%,但是对于比例而言，样本量 100 还是少

了一点，不足以有 95% 的把握拒绝原假设. 若把显著性水平换为 a = 0.1,即容许犯第一类错

误的概率增加一点，则由于 %.1/2 =期.05 = 1.645,此时 z = 1.666 7> 1.645,拒绝哥,即我

们有 90% 的把握说明审计员的结论不对. 口

本例说明显著性水平要量力而定，具体情况具体分析.不是 a越小越好，只要能说清楚问

题即可.

解 这是关于比例的检验问题，记 7T 为该公司发票不正规的比例，勿为随机抽取的发票数,

由中心极限定理，
平t- 近似服从标准正态分布，其中 % 为最大似然估计，当然我们要
，万(1 -4)

相信审计员，所以把他说的结论作为原假设.根据上面的假设检验步躲，

(i)设立假设：％：7T = 0.16 Hi：7T # 0.1.

15
(ii)已有数据：n =100/ = 0.1,赤 =— = 0.15,a = 0.05.

(iii) 选择检验统计量：Z=一丝把 近似服从标准正态分布，由标准正态分布的上分
7^(1 -7T)

位数的.05/2 = 1.96,代入数据得

%/100(0.15 - 0.1)
2 = / -,10(1 — 0.1)

例 8.20* 1954 年，美国进行了一次大规模的群众性试验以确定脊髓灰质炎疫苗的效果.
迈耶 (Meier)在 1972年的书中给出一个良好的叙述，说明统计在脊髓灰质炎疫苗现场试验中

所扮演的角色. 该次研究中一部分的试验设计是让 20 万儿童接种脊髓灰质炎疫苗，另外 20

万儿童接种一种对照液(一种在外表上很像脊髓灰质炎疫苗的“糖水”). 两组儿童的小儿麻

痹症的感染率如下：接种脊髓灰质炎疫苗的有 82 人感染了小儿麻痹症，接种对照液的有 162

人感染此症. 设接种对照液后感染了小儿麻痹症的感染率为 Pi,接种脊髓灰质炎疫苗后的感

染率为 02,我们可以进行如下的假设：

Hu ：P1 = P2 C H1 ：P1 >02,

由于样本量非常大，可以用中心极限定理得到检验统计量

Z二 01(1 一人)+%(15]
T/2

(a一%)喇 N(0,1).n

* 本案例来自《统计思想》(福尔克斯，1987).
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第八章 假设检验

代入数据，记九 = 2 x 105,得检验的拒绝域为

/人 人、 162（九 一 162）+ 82（九 一 82） 八77
几（01 — P2）〉 七UaV^Ai,n

取 a = 0.005,计算得 孙.005 = 2.575 8,由于

九仇 -%）= 162 — 82 = 80 > 2.575 8 x 7^5= 40.235 3,

拒绝外,即我们有 99.5% 的把握说明儿童接种脊髓灰质炎疫苗能减少小儿麻痹症的感染率.

事实上，取 a = 0.000 1,可以算得 wo.oooi — 3.719 0,

久（/1 -%）= 162 — 82 = 80〉3.719 0 x \/244 = 58.092 6,

拒绝外，即我们有 99.99% 的把握说儿童接种疫苗能减少小儿麻痹症的感染率.

Mil 实验 扫描右边实验 28 的二维码进行两样本比例检验的模拟实验，观察不同样本值和显著性

水平下的拒绝域情况.

实验28 两样本比
例检验

8.4 似然比检验

前面我们讨论了单参数的假设检验问题，本节我们介绍一种自然直观的且可以用于多参

数假设的检验方法，即似然比检验方法（likelihood ratio test,简称 LRT）.似然比检验是奈曼

和皮尔逊在 1928 年提出的构造假设检验的一般方法.它在假设检验中的地位，相当于最大似

然估计在点估计中的地位. 它可视为费希尔的最大似然原理在假设检验问题中的体现. 由这

种方法构造出来的检验,一般来说有比较良好的性质，前几节提到的不少重要检验都是似然比

检验.这个方法的一个重要优点就是适用面广.

考虑假设检验问题

% ：9 e &）»历 ：9 e氏 = 0\00, （8.38）

其中 00 为参数空间 0 的非空真子集. 记样本 X 有联合密度函数或联合概率质量函数

/3;0），其为 9 的连续函数. 根据似然函数的意义,若 "与&）< /（况/2）, 则我们认为真

参数为 W 的“似然性”较其为 & 的“似然性”大，即观测的样本X由出解释更好一些.由

于假设检验在“8 6 eo 与 6 G 这二者中选其一，我们自然考虑以下两个量：

上仇Q）= 5叩作仇 /3,0）,

上创3）= supeed /（孙9）.

考虑其比值 上氏 Q）/E仇 Q）,若此比值较大，则说明观测的样本 X 由 内的某个 9 解释得

更好，因而我们倾向于拒绝假设z:g e eo.反之，若此比值较小，则我们倾向于不拒绝假设
Hq ：0 e仇.
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8.4 似然比检验

因此 ERQ) 与比值 上例3)/七为3)同增或同减，我们可以用 LR(x)代替比值 上例(0/

上电Q), 这样做的好处是 上。(m 的计算比 上6(为 要容易，理论性质的推导更方便. 因此得

到如下定义.

若记 LR(x)= L&{x)/L&q{x),其中 L&{x)= sup /3,0),则有
%®

上a3) n
上仇 r

_ max{。0(叫上9同}_ x1山)— t / 、 — uiax

定义 8.3 似然比检验

设样本x 有联合密度函数或联合概率质量函数 /(X；0)， 称统计量

LR(x)= sup /(z;J)/ sup /Q;0)

为检验问题(8.38)的似然比. 而由下式定义的检验

0：当 LR(x)>c时拒绝原假设为,否则不能拒绝 Ho

称为检验 (8.38)的一个似然比检验，其中常数 c 可通过控制检验的水平来确定.

考虑到
n n

2=1

n n

L£=l 2=1

21n
1+n

2=1

由此知似然比检验为

一九/2

n/2

例 8.21 设样本 (Xi,X2,…，XQ 来自总体 N(g曾2),抗 未知. 求假设检验问题 为 ：

e = 诙》H1 ：e ¥ % 的一个水平 Q 似然比检验.

解 样本(X1,X2,…，Xn) 的似然函数为

min T(窃 一 9)2 =T —了)2 =(n — l)s2,—oo<e<8 7-^

/(e，①2,…, =(，^e7)一%k：

n/2 ,e—/2 (4> °),

快-% I / a E(0 —了产

LR(g,N2,・・・，©i)= £(电 一初2/£(色 -旬2

1 2L/2
1+^7(I诉(土一 0o)/s|)

e=i

max a~ne~A/a
0<cr<oo

计算得到似然比为

0：当
o)
> C 时拒绝外,否则不能拒绝 死•
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为确定常数 c, 由于在 为 成立时，统计量

vMX - 00) ,
/ = g ^n-1,

因此给定检验水平 Q, 易得一个水平 Q 的检验为

0： 当 |T|> //2(n- 1)时拒绝原假设办,否则不拒绝％.

这和我们前面推导的结果是一样的.

例 8.22 设 X = (Xi,X2,…， 为自均匀分布总体 U(0/) 中抽取的随机样本，求检
验问题

为 : 8 鱼6为 : 9>治 (8.39)

水平 a 似然比检验.此处 Q 和 给定.

解 此时样本空间o =(04),d)=(040).似然函数为

f(①⑼ = 9一"/(04(2⑺),

故

上9(a)= sup/3,6)=(6)产
ee&

和

上a0)= sup /(孙。)=(4⑻厂n/g电4巴九)),

因此有

即)=(1，m 电

[ OO, «^(n) >，0�

由似然比检验的拒绝域{LR{x)> c}知检验的拒绝域为

0={X: X(n)> c}

由于 T = X(n) 的概率密度函数为

故检验的功效函数为

re 外产t
= P{XM > c) = 出

=^n~^
它是 9 的单调增函数，故要求

0夕(0) a, V0 %,
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8.4 似然比检验

只需要 为（00）=以即得 c = 9o，T。.因此以 D 为拒绝域的检验水平为 Q. 故

9：当 x（n）>诙 二^时拒绝办,否则不能拒绝印

为检验问题（8.39）的水平 a 检验. 口

例8.23 设样本 X =（Xi,X2,���，X九）来自指数分布总体,其概率密度函数为

/（劣，0）=；exp{—（劣 一 0）/2}, 力》丛 — 00 < 0 < 00,

求检验问题

Ho ：6 =/ — Hi : 8 丰 砺 （8.40）

水平 a 似然比检验.此处 a 和 治 给定.

解 此时参数空间和 Hq 对应的参数空间的子集分别为

® ={e：— oo<e< oo}, % = {e ： e = %}

似然函数为
1 1 九

八孙0）=行exp{— 5（wg―k0}/88Mqi））,
J

~ ，=1

其中 6⑴ = min{ci,/2,…，外}.似然函数在 e 和 ao 上的最大值分别为
上日（方）=行 exp{— 1（汇1分 — 几①（1））}，

J

6=1

七仇3）=而 exp{ _
5（wg_九&）}/价,8Mqi））,

j=1

似然比

（
OO,比（1）< 00,

exp{几3⑴ 一 00）/2上 2⑴ 毋

当 X < / 时，似然比值为 00,故应拒绝 办；当 X（i）> & 时，利用似然比的单调性可得

检验

3:当 X <为 或 X 〉c 时拒绝飞,否则不能拒绝办.

令 T（X）= X（i）,易知 T的概率密度函数为

。收m =枭一 2mM
因此有

a = P（X > c|Ho）= / g（力%）出= 6一3。。）一

两边取对数得方程

—n（c — d））/2 = Ina.
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2
解方程得 c= & In a.因此得到水平 a 检验为

n
2

3:当 X V % 或 X > 00 —
有
In a 时拒绝 Ho,否则不能拒绝为.

在上述例子中，为了确定似然比检验中的待定常数，需要找出似然比或者似然比依赖的统

计量的精确分布.但在许多情况下,似然比有很多复杂的形状,其精确分布无法求得.1938年,

威尔克斯 (Samuel S.Wilks,1906-1964)证明了：若 X1,X2r- ,Xn 是简单随机样本，在原

假设成立之下，当九T8时，似然比有一个简单的极限分布.利用此极限分布可确定定义 8.3

中 c的近似值.

威尔克斯定理的确切陈述需要一大堆关于总体概率分布的假定，其证明也很复杂. 我们

略去这些陈述，只强调其中一个至关重要之点，即要求参数空间 0的维数要高于原假设空间

00 的维数. 如样本 Xi,X2,•••,Xn i.i.d.
~ N(/i,a2),为 ：〃= 仰 — Hi : # 从o,则

e = {9 = (从e2) ：—oo < 4 < oo, 核 > (J} 是股2 中的上半平面，Q 的维数是 2; 而

90 = p = (出拉)：4 =期，o2 > 0},它是 e中的一条直线，其维数为 1.因此此例中 0的

维数高于 00 的维数.又如，球体是三维集，空间的一个点是零维集.明确了这一点，威尔克斯

的定理可表达为

定理 8.1 似然比的极限分布

设 0的维数为 治 00 的维数为 s,若 k — 6 > 0,则对检验问题 (8.38)在原假设 Ho
成立之下，当样本量 kT OO 时，有

P(21nER(X)≤为 一 致工0), V j: G R,

记为 21n£R(X)马 x,
0

定理的详细陈述及证明可参看陈希孺 (1981)第 326 页. 还有一点需要明确：原假设 00
中可以包含不止一个点，这时定理 8.1的含义是：不论真参数落在 00 中何处，21nLR(X)的

极限分布总是自由度为 t的 x2 分布.

例 8.24 设样本 Xn,Xi2,• • • ,Xini i.i.d.
~

1 z m,且全部样本相互独立.

求假设

%: d =食 =…=之-•氏：烯 =食 =…=(T：不完全相同

的渐近水平 a 似然比检验.

解 记

= 厂兄)2, M = 力

J=1 尸1

〔
Tnm

82 =反翼图几=引a

298



8.5 p值

则不难算出
/加

LR = Sn/ (JJS*\i=l
而

Yn = 2\n(LR)=nlnS2
e=i

记 k 为参数空间日的维数，r 为 Ho 成立时参数空间子集 00 的维数.根据定理 8.1, 当

Hq 成立时，且 min{几1,n2,…，电n}->8时，有

Xk—r = Xm—1，
此处 k — r = 2m —(m +1)= m — 1.由此得到渐近水平 q似然比检验的拒绝域为

D ={(Xi,X2,…，Xm):% >沈—13)}.
「

8.5 p 值

前面我们介绍的检验法则都是定出临界值 (分布的分位数)，然后比较由样本得到的检验

统计量的值和临界值的大小关系，来决定是否拒绝原假设.但是有时候我们需要强调 (比较)

由一组样本得到的结果比由另一组样本得到结果证据更强烈，比如对正态总体均值的假设检

验 为 : 4 = 2 分 Hi : 4 > 2,方差 M = 1 己知. 由样本 Xi,X2,X3,X4 的一组值得到

x = 3.0,由该样本另一组值得到 x = 3.75. 根据前面讨论过的检验法则，水平 0.05 检验的临

界值为 1.645,那么这两组样本值得到的结果都是拒绝原假设，但是前面使用临界值的检验法

则不能反映出第二组样本值拒绝原假设比第一组样本值拒绝原假设的强烈程度. 直观上，检

验统计量值了越大拒绝原假设的倾向就越大.那么怎么说明了值比较大了呢？这就要看相对

比例，即取值比 了值还要大的所有可能取值的机会大小. 好比说，一个人个子高不高，要看比

他个子高的人的比例有多大.为此，费希尔提出 p值的概念：

p 值 = P(得到当前样本下检验统计量的值或更极端值|原假设下).

比如在这个例子里,p值 =P(T hbs|Ho)=『孰力。bs),其中检验统计量T=6,—2)//

而对第一组样本有 1obs = /!(w- 2)/1 = 2,对第二组样本有 力。bs = 3.5. 从而对第一组样

本值得到其 p 值为 0.022;而对第二组样本值其 p 值为 2.3 x IO..显然对第二组样本值,

其 p 值更接近 0,其意义表示当原假设成立时，我们得到统计量 T 取 3.5 或者更极端的值

的概率只有 2.3 x IO"4.而在第一组样本值之下，这个概率有 0.022,虽然也较小，相比于第

二组样本值下的 p 值，仍然大很多. 所以第二组样本值拒绝原假设的程度要强烈得多 (见

图 8.4).

取检验的水平为 a,当一个检验法则的 p值不超过 a 时，检验统计量 T的值落在了拒绝域

内，我们即拒绝原假设；反之,则没有足够的证据拒绝原假设.这样即得到一个水平 a 检验法则:

p值 = P(得到和当前样本下检验统计量 T 之值一样或更极端值|原假设下)，

0：当 p值< a 时，拒绝原假设为.
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图 8.4 水平 0.05 检验的阈值，以及两个不同检验统计量值 力。bs = 2 和 hbs = 3.5

p值表示了在当前样本值下观测到的显著性水平.P值越接近 0,拒绝原假设的证据就越充分;

反之,p 值越接近 1,不能拒绝原假设的证据就越充分.

容易得出对假设五0：4=26k1：4<2的0值定义为 P（T lobsl%）= m（iobs）. 而

对假设为:4 = 26a：4#2的2值定义为 P（|T| |力。bsll%）= 2- 2^（iobs）.注意这

里原假设均为一个点 儿 =阿. 当原假设为复合假设 为 ：从 的或飞：4 2 4o 时，由于

4 =网是原假设空间中最保守的一点，定义 p 值时候只需在该点处讨论即可（此时概率达到

最大）.

在检验统计量 T 在原假设下的分布难以得到时候，应用中常用自助法计算 p值，即在原

假设下使用自助法得到检验统计量 T 的 8 个自助版本 看,超，…，现值，则 P值 =F（T 2

力。bs|%）可以近似为

1 J
目值仁万£/（T"%bs）�

例8.25 废弃电池破损后会释放出金属成分，进而随着雨水对周围环境造成重金属污染.

一项研究随机调查了具有丢弃破损 AAA 电池的 k = 51 个地点，测得其中土壤中锌含量（单

位: g）分别为

1.942.061.881.962.252.262.341.962.222.152.032.001.911.82
1.962.132.202.012.121.982.311.971.952.091.972.022.111.91
1.971.912.292.222.012.232.181.952.012.042.222.272.142.18
1.981.891.842.192.072.092.072.141.70

试问可否得出总体平均锌含量超过 2.0 g的结论?

解 考虑的假设为 外 ：4 = 2 - Hi : 4 > 2. 计算得到样本平均锌含量为 元 = 2.06 g,
样本标准差为 s.= 0.142 g. 若正态分布假设成立，则使用一样本 t检验方法知检验统计量的

值为

t
6(了- 2) 用(2.06 — 2)

= 3.02,
s
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自由度为 k 一 1 = 50 的 1分布的上 5% 分位数为 1.68, 因此拒绝原假设.此时

p值 =*（何；-2）》3Q2）= 0.002 0.

如果不假设正态性，那么我们使用自助法来近似 p值.在原假设 4 = 2 下，我们对样本做变换

i=1-%+ 2,即使得均值恰好为 2. 然后对变换后的样本 Q,计算检验统计量的自助版本值

了* = .（：：- 2）（这里—
和 s* 分别为自助样本下的样本均值和样本标准差），取 b= 1 ooo

得到
] 1 000

P 值2而而e（霸）3�02）P 0.002 5.
6=1

其与一样本 t 检验的 p 值比较接近. 事实上，通过直方图等方式可以看出样本近似服从于正

态分布. 口.注 需要指出的是，一个检验具有统计显著性并不意味着也具有实际应用显著性.一个很

小的 0 值有可能是原假设不成立和较大样本量共同作用的结果，其表示原假设不成立具有统

计显著性，但是从应用角度来说，可能意义不大.例如设总体 X N（出 100）,考虑假设

%:〃= 100 » Ha :n> 100,

若真实的 4 = 101 轻微偏离原假设所带来的代价不高，则当观测到 了= 101 时我们并不希望

强烈拒绝原假设，但是当样本量 n 增加时，我们可以看到检验的夕值 1 - 0 100））
和水平 0.01检验犯第二类错误的概率见101）=0（—w + 2.326）随样本量而变化（表 8.2）.

因此当样本量比较大时，对检验的显著性进行解释时需要慎重，因为检验能够检测出任何轻微

的偏离原假设，而这种偏离在应用中可能是可以接受的.

表 8.2 检验 p值和水平 0.01检验犯第二类错误的概率用101）随样本量变化情况

n p值 /3(101)

25
100
400
900

1 600
2 500

10 000

0.308 5 0.966 1
0.158 7 0.907 6
0.022 8 0.627 8
0.001 3 0.250 2
0.000 031 7 0.047 1
0.000 000 287 0.003 7
7.69 x 10一24 8.34 x 10~15

置信区间和假设检验之间的关系

置信区间和假设检验之间有着明显的联系，我们首先考虑置信区间和双侧检验之间的关

系. 设 X1,X2,•…，Xn 为从总体 F（x；9）,9 C 0 中抽取的样本，参数 6 的 1-Q 置信区间为
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吃的，即

其中 Pe 表示在 9对应的分布下计算概率.而对假设 Ho：9 = 9ocHi：9次师 在原假设下，有

H。位 a或）》1一以
等价于

Ho（。。〉否）+ Ho（& < 且） Q.

按显著性检验的定义，即得其检验为

0：当 0〉& 或者 9 <0（）时拒绝办,否则不能拒绝外.

反过来讲，如果假设为:6 =治n Hi:9 护 w 的检验的接受域有形式
2（61,/2,…，与） 助 歹（立1避2,���通九），

即有

尸6。（包 &教）》1-）.

由出的任意性，知对任意的 仇 有

为位≤0≤ 万） 1 - Q.
因此，为求出参数 0 的 1 — a 置信区间，我们可以先找出 0 的双侧假设员：9 = % - :

0 次 % 的检验，则其接受域就是参数 9的 1 - a 置信区间.反过来，为求假设为 : 9 = 6

以:9次 90 的检验，我们可以先求出参数 o 的 1 - a 置信区间，其补集就是该假设的拒绝域.
类似地，置信系数为 1 - a 的单侧置信区间四oo）（或者（-8刘）与显著性水平为 a 的

右（或者左）侧检验问题为 : 9 治 一％:9〉％（或者为 ：0 2 00 分%:6 <Q,也有

类似的对应关系.

8.6 扩展阅读：多重假设检验

假设检验是统计推断中的一个重要领域.我们常依据检验统计量的 P值对一个假设进行

检验.但是在一些背景下，常常需要对多个假设同时进行检验.例如在生物统计中为了考察某

种药物的治疗效果,分别测量服药组和对照组两组人的基因表达水平,测量的基因位点往往高

达几十万个. 研究者需要考察两组人群在每个基因位点上的差异，进而推断两组人群的基因

表达差异.也就是说，需要通过同时考察几十万个关于基因位点差异的假设，来对治疗效果差

异的假设进行推断. 这类问题称为多重假设检验问题或者多重比较问题. 在多重假设检验问

题中，一个检验的显著性水平或犯第一类错误的概率不再表示所有检验综合在一起时候的显

著性水平或犯第一类错误的概率.多重假设检验是一类综合校正多个假设下错误率的方法.

对多个假设，可否使用同一检验过程对每个假设进行检验，就像检验一个假设？假设我

们对 m = 100 个假设进行检验，每个假设的检验水平为 1%.若这些假设之间是相互独立的,
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则至少发生一次错误拒绝的概率高达 1-(1 — 0.01)100 = 1- 0.366 = 63.4%. 举个实际的

例子，假如有一种诊断艾滋病的试剂，试验验证其准确性为 99%(每 100 次诊断就有一次假阳

性).对于一个人来说(单个假设)，这种准确性足够了.但对于医院来说(多重假设)，这种准确

性却远远不够，因为每诊断 10 000 个人，就会有 100 个非艾滋病患者被误诊为艾滋病.这显然

是不能接受的. 所以，对于多重检验，如果不进行任何控制，那么犯第一类错误的概率便会随着

假设的个数增加而快速增加.因此需要一种新方法，可以准确地定义我们想要控制的东西.

总 I 型错误率

对一组原假设，至少错误拒绝一个原假设的概率称为总 I 型错误率 (the family-wise error

rate, FWER). 为了使得总 I 型错误率不超过 我们可以采用邦费罗尼 (Bonferroni)校正方法:

拒绝第 i 个零假设，如果其 p 值满足 r a/m,i= 1,- • • ,m.

文献中也提出了其他一些控制 FWER 的方法，但是当要检验的假设个数 m 很大时，单

个假设的检验水平 a/m 会非常小，导致原假设被拒绝的个数非常少. 因此，这种控制总 I 型

错误率的方法非常保守. 而且当检验数千个或数万个假设时，绝大多数的拒绝是正确的情况

下，我们还会在意会有少数错误的拒绝吗？

错误发现率

R〉0 , P(R> 0)< q,

我们希望有一种新的准则，不像总 I 型错误率那么严格，能够很好地控制错误拒绝个数.

这样的要求直观上是自然地，当考虑多重假设检验时，只要绝大多数拒绝是正确的，那么我们

或许可以允许出现少数错误拒绝.为此，记 R 为拒绝的总数目，V 为错误拒绝的原假设数目,

我们希望 V/R (错误发现比例)很小.由于 五 己知但 V 不能直接得到，因此不能直接控制错

误发现比例.本杰明尼-霍赫伯格 (Benjamini-Hochberg) 过程*(BH(q)) 控制错误发现比例的
期望，称为错误发现率 (false discovery rate, FDR):

FDR = E

*Benjamini Y, Hochberg Y, 1995. Controlling the false discovery rate: A practical and powerful approach to
multiple testing. Journal of the Royal Statistical Society: Series B, 57(1): 289-300.

其中 q 为允许的(最大)错误发现率上界(显然有 q a 成立). BH(q) 过程如下：

(1)将每个假设检验的 P值从小到大排序2⑴ 0 … P(m)；
2

(2)选择 R= max{i:p —q,£ = 1,2,…，m};
m

(3)拒绝 p值小于 p(R) 的假设.

由构建过程可以看出，此过程恰好拒绝 R 个原假设，并且
Ra n0(出 /

< —— 今 < q・

记恤 小为真实的原假设个数，X,= I3 2网)表示第 i 原假设是否被拒绝. 由于在
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原假设下 g
~ U（O,1）,X0 ~ 8（1,0例）.

在各假设之间相互独立的假设下，V =
，=i

区（m0,0（五））�因此由定义有

FDR=/g=p《理j
K rt lx

需要注意的是，上述 BH（q）过程仅在各假设之间相互独立时候能够控制 FDR; 并且当
小0 =小时，即所有原假设都是真时,

FDR =E 》1)= FWER,

这是由于此时事件｛V 2 1｝与｛U/R = 1｝等价.当次） m 时，FWER FDR,所以任何

控制 FWER 的过程同时也控制了 FDR.
在软件中应用 BH（q）过程是非常容易的，例如在软件 R中,

set.seed(10 )

alp<-0.05

pvals <- runif(10, 0, 1)

corrected_pvals <- p.adjust(pvals, method =5BH5)

corrected_pvals<alp

上例中，我们从均匀分布中随机生成 10 个 p值，函数 p.adjust 提供了 8种 p值校正方法,BH
方法校正后的 p值为原来值乘个数 m 除以排序 e，因此对校正后的 p 值，拒绝那些小于指定

总 I型错误率 Q 所对应的假设.

尽管在多重假设检验问题中控制 FDR 非常流行，FDR 度量也不是没有缺点. 由于我们
不能除零,若我们没有拒绝任何假设，则i= 0. 因此，只要一个检验方法不拒绝任何假设，其

FDR 总是可以被控制. 当然 FWER 也存在同样的问题. 文献中也提出了一些与 FDR 度量
相关但不存在该问题的检验方法,但是一般都难以计算.

本章总结

z检验
力检验

炉检验

力检验

磁验｝

一样本正态总体参数的检验

假设检验

两样本正态总体参数的检验

显著性水平
显著性检验

精确方法
-『u1人”

比例P的检验
大样本方法产

似然比检验

原假设与备择假设

检验统计量

拒绝域/接受域

两类错误

检验的功效函数

简单假设

复合假设
双侧假设

:单侧假设

图 8.5 第八章知识点结构图
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习题

重点概念总结

假设检验是统计推断的重要组成部

分，本章介绍的是参数假设检验的一

些基本概念，以及在正态总体假定下

有关参数的假设检验问题.

假设检验问题中的一个难点是如何

设立原假设和备择假设，这要具体问

题具体分析.根据假设检验中保护原

假设的原则，我们提出了两种方法,

即把久经考验的事实放在原假设，把

你希望得到的结论放在备择假设.这

两条是不矛盾的.确定了原假设（或

备择假设），也就确定了备择假设（或

原假设）.

假设检验是二选一的问题，即只有接

受和拒绝原假设两种选择. 且接受

还是拒绝原假设与我们设定的显著

性水平有关，同时无论是接受原假设

还是拒绝原假设都有可能出错，这就

是考虑犯两类错误的概率的原因.

拒绝和接受原假设是在一定的显著

性水平下作出的结论，所以在不同的

水平下可以得出不同的结论，完全可

能在低水平下拒绝原假设，而在高水

平下接受原假设.所以在实际情况下

要保持公认的水平，不必追求太小的

水平.

在显著性检验中，由于没有涉及犯第

二类错误的概率，所以接受原假设是

一个模糊的结论，该结论就是没有充

分的理由能推翻原假设，作为二选一

的假设检验，只能接受原假设，故接

受原假设不表明原假设一定正确，仅

仅是无法拒绝原假设. 而拒绝原假

设是说在保护原假设的原则下我们

还是有充分的证据（这里充分是指有

（1 — a）x 100% 的置信水平）说明原
假设不成立.在这个意义上我们可以

说拒绝原假设是有充分根据的，所以

我们往往把需要的结论放在备择假

设，希望通过拒绝原假设来比较明确

地得到所需结论.

根据具体情况来确定是单侧检验还

是双侧检验.

成组比较和成对比较是两种不同的

试验设计方法，所以检验统计量也不

同.在现实中要根据具体情况来确定

用哪种方法.

p 值能够衡量当前样本数据对原假

设的支持强度.

习 题

1. 假设（X1,X2,���，X16）是正态分布 N（如 0.16）的一个简单随机样本.考虑假设

%：从 = 0・5 n :从〉0.5 ,

显著性水平为 0.05.

（1）检验的拒绝域是什么?
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第八章 假设检验

(2)当 4 = 0.65时犯第二类错误的概率是多少？

2. 产品检验时，原假设为:产品合格.为了减少次品混入正品的可能性,在 n固定的条件

下，显著性水平 Q 应取大些还是小些，为什么？

3. 假设 (X1,X2,・・・，X16) 是来自正态总体 NT,1) 的一个简单随机样本. 检验问题办：

n = 0 6 N = 1,样本均值为 X, 为标准正态分布的上 Q 分位数，现有 4 个拒

绝域: Vi = {4|X| wo.05} ,.= {4|X| 顶.45}, 匕 = {4X gio} M = {4X

(1)这 4 个拒绝域中的犯第一类错误的概率分别是多少？

. (2)比较哪个拒绝域犯第二类错误的概率最小.

4. 假设随机变量 X 的概率密度函数为 =(1+9)/,0 < n < 1,现考虑假设检验问题

氏：9 = 56 Hl :9 = 3.

拒绝域为{X > 1/2}. 试求该检验问题犯第一类和第二类错误的概率，以及 9 = 2 时的

功效函数值.

5. 设样本 Xi,X2,・・・，Xn 是来自参数为 A 的泊松分布总体,对检验问题

为：x=：— Hi ：A

10

取检验的拒绝域为 {(X1,X2,…，X沱)： £羽/或 ≥12).
i=l

(1)求此检验在 A = 0.25, 0.5,1 时的功效函数值，并求出该检验的水平；

(2)求犯第一类错误的概率及在 A = 0.25, 0.75 时犯第二类错误的概率.

6. 设总体为均匀分布 U(0,0), (Xi,X2,・・・，Xn)是一组样本.考虑检验问题

%:9》3»用：8< 3,

拒绝域取为W ={毛⑷ = max{Xi,X2,…，XQ 2.5},

(1)求此检验的功效函数和显著性水平；

(2)为使显著性水平达到 0.05 ,样本量 n 至少应取多大？

7. 令 (Xi,X2,・・・，Xio) 是从正态总体 N5,16) 中抽取的随机样本，假设样本均值 不 =
4.8. 在显著性水平 5% 下，检验

为:n = 7Ca ：4声 7;

(2) 用：42 76a：从 < 7;

(3) :川 2» HR: > 2.

8. 为了检验一批灯泡是否合格，即灯泡寿命的均值 4 > 1 550 h, 共测试了 16 个灯泡的寿

命，得到寿命的平均为 1 600 h, 样本标准差为 S = 15 h. 假设寿命服从正态分布，在显
著性水平 5% 下，检验这批灯泡是否合格.
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习题

9. 2015 年全国人口调查中男女性别比例为 4 = 105.02（女 =100）,为检验这一比例，随机
抽取了 8 个省份的男女性别比例如下，假设各省份的性别比服从正态分布，

在显著性水平 5% 下，检验为：m = 105.02分 Hi :4 # 105.02.

北京 内蒙古 辽宁 安徽 河南 海南 重庆 宁夏

109.45 104.32 100.45 104.90 103.99 110.47 100.60 106.16

10. 假设会考成绩服从正态分别，在某市的一次高中数学会考中，全市的平均分为 80 分，标

准差为 9 分.某一高中 180 名学生平均分为 82 分,该校历年来会考成绩高于全市成绩,

问此次会考该校是否仍然显著高于全市平均成绩（a = 0.05）?

11. 用传统工艺加工的某种水果罐头中每瓶维生素 C 的含量平均为 19 mg, 现采用一种新
的加工工艺，试图减少在加工过程中对维生素 C 的破坏. 抽查了 16 瓶罐头，测得维生

素 C 的含量（单位：mg）为

23, 20.5, 21, 20, 22.5, 19, 20, 23, 20.5, 18.8, 20, 19.5, 22, 18, 23, 22.

已知水果罐头中维生素 C的含量服从正态分布.在方差未知的情况下，问新工艺下维生
素 C 的含量是否比旧工艺有所提高3= 0.01）?

12. 某机器制造出来的肥皂厚度为 5 cm. 今欲了解机器性能是否良好，随机抽取 10 块肥皂

为样本,测得平均厚度为 5.3 cm,标准差为 0.3 cm, 设肥皂厚度服从正态分布,试分别在
显著性水平 0.05, 0.01下检验机器是否工作良好.

13. 令 174,2.3,3.2 是从 N（2.542）中抽取的随机样本，在显著性水平 5% 下，检验 为 :

扰 = 1 — Hi ：M 决 1

14. 令（X1,X2,���，X9）是从正态总体 中抽取的随机样本,假设样本均值x = 48,

样本方差 样 = 64,在显著性水平 5% 下，检验

％:〃 40 — Hi :从〉40;

现 ：M》70一W:02 V 70.

15. 某金属的密度测量值（单位：g/cn?）服从正态分布，如果观测 25 次，算得样本均值为

3.2, 样本标准差为 0.031, 在显著性水平 5% 下，检验/：c = 0.02na ：c # 0.02.

16. 某车间生产铜丝，生产一向比较稳定. 今从产品中随机抽取 10 根检查其折断力，得数

据（单位：N）如下:

288.8, 294.7, 300.2, 286.6, 290.3, 280.1, 296.4, 295.4, 290.2, 289.2.

假设铜丝的折断力服从正态分布，问是否可以相信该车间生产的铜丝的折断力的方差是

16（a = 0.05）?

307



第八章 假设检验

17. 随机从一批钉子中抽取 9 枚,测得其长度（单位：cm）为

2.15, 2.13, 2.10, 2.14, 2.15, 2.16, 2.12, 2.11, 2.13,

假设钉子长度服从正态分布，分别在（1）m = 2.12;（2）从 未知两种情况下，在显著性水

平 5% 下检验 Ho:<7《 0.01 Hi :a> 0.01.

18. 设 0.644, 0.672, 0.070, 0.176, 0.314, 0.295, 0.331, 0.001, 0.490为来自均匀分布 U（0,0）
的简单随机样本.在显著性水平 0.05 下检验为 :e = 16Hi :J < 1.

19. 设 0.455, 0.840, 0.653, 0.443, 0.026, 0.523, 0.284, 0.270, 0.720为来自均匀分布 U（仇 1）
的简单随机样本.在显著性水平 0.05 下检验为：夕 = 0 分 Hi ：8> 0.

20. 设 0.213, 0.626, 1.091, 0.591, 1.083, 0.475, 0.315, 0.328, 4.151 为来自指数分布

论印（X）的简单随机样本.在显著性水平 0.05 下检验为:x = 16为 :入 > 1.

21. 设（Xi,X2，…，XV 为来自正态总体 N（如52）的样本.如果检验问题为为：4 = 36

Hi :4我 3,在显著性水平 0.05下拒绝域为{区- 3|> 2}, 问样本量 n至少应取多大？

22. 装配一个部件可以采用不同的方法，现在关心的是哪一种方法的效率更高. 现在从两种
不同的装配方法中各抽取 12 种产品，记录各自的装配时间（单位：min）如下：

甲方法/min 30 34 34 35 34 28 34 26 31 31 38 26

乙方法/min 26 32 22 26 31 28 30 22 31 26 32 29

假设两总体为正态总体,且方差相等，问这两种方法的装配时间有无显著不同（ a=0.05 ）?

23. 为了了解烧伤患者在催眠下进行药物治疗是否比仅用药物治疗疗效更好，韦克曼

（Wakeman）和卡普兰（Kaplan）做了一个对照试验，其中的一部分数据是把烧伤患者

分成两组，一组只用药物治疗，另一组在催眠下进行药物治疗，对每个患者记下允许的

药物治疗的百分数.假设有 4 人接受催眠下的药物治疗治疗，5 人仅接受药物治疗，数

据如下：

仅药物治疗/% 85 92 76 81 66

催眠下药物治疗/% 26 46 37 51

在正态假定下问两种治疗方案有无差异？（q= 0.05）
以下习题，如果没有给出数据分布，那么都假定处理后的数据服从正态分布.

24. 为了了解冷藏牛排和新鲜牛排在烹饪后的口感哪个更受顾客欢迎，一个 18 人的品尝专

家小组对两种牛排进行了品尝，给每人提供两种牛排（品尝冷藏和新鲜牛排的先后次序

是随机的），然后按 5 分制打分，记录如下：

308



习题

专家编号 冷藏得分 新鲜得分 专家编号 冷藏得分 新鲜得分

1 4 3 10 5 4

2 4 2 11 3 2

3 5 2 12 4 2

4 4 4 13 3 3

5 5 3 14 4 3

6 3 1 15 4 2

7 5 1 16 2 2

8 5 2 17 3 1

9 5 3 18 4 3

问专家对冷藏牛排和新鲜牛排在烹饪后的口感是否有差异？3= 0.05）

25. 为比较 A, B 两种止痛药的效果，用两种止痛药的平均止痛时间来衡量.设有 10 个患者

服用了止痛药 A, 另外 10 个患者服用了止痛药 B, 止痛时间（单位：min）如下：

A/min 25 16 20 30 46 22 83 26 34 26

B/min 32 44 46 28 36 48 53 76 58 42

问 A 止痛药的效果是否优于 B 止痛药的效果？（设止痛时间服从正态分布，两种药止痛
时间的方差相同，a = 0.05）

26. 为了考察 A, B 两种制鞋材料的耐磨性，用它们制作了 10 双鞋，其中每双鞋的两只鞋分

别用 A, B 两种材料制作（左、右两只鞋随机地采用 A 或 B ）. 10 个男孩试穿这 10 双

鞋之后的磨损情况如下（数字代表磨损程度）：

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

A 13.2 8.2 10.9 14.3 10.7 6.6 9.5 10.8 8.8 13.3

B 14.0 8.8 11.2 14.2 11.8 6.4 9.8 11.3 9.3 13.6

问是否可以认为这两种材料的耐磨性无显著差异（ a=0.05 ）?

27. 用一种叫“混乱指标”的尺度去衡量工程师的英语文章的可理解性，对混乱指标的打分
越低表示可理解性越高.分别随机选取 13 篇刊载在工程杂志上的论文，以及 10 篇未出

版的学术报告，对它们的打分如下：

工程杂志上的论文（数据 I） 未出版的学术报告（数据 II） •

1.79 1.75 1.67 1.65 2.39 2.51 2.86
1.87 1.74 1.94 2.56 2.29 2.49
1.62 2.06 1.33 2.36 2.58
1.96 1.69 1.70 2.62 2.41
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设数据 I, II 分别来自正态总体 N（42,登），Ml, 42,瑞，遂 均未知，两样本

独立.

试检验假设 Hq:al =或 Hi:比/登（取 a = 0.1 ）;

若能接受环则接着检验假设现： = 42, w ： # 42（取 Q = 0.1 ）.

28. 一个以减肥为主要目的的健美俱乐部声称，参加其训练班至少可以使肥胖者体重平均减

少 8 kg以上.为检验该宣传是否可信，调查人员随机调查了 9名参加者，得到他们训练

前后的体重数据（单位：kg）如下：

现假设训练前后人的体重服从正态分布.问在显著性水平 0.05 下，是否可以认为该俱乐

部的宣传是可信的？

训练前/kg 104.5 94.0 104.7 96.4 91.6 90.9 92.0 99.9 109.7

训练后/kg 94.2 86.6 97.5 91.7 82.6 83.8 81.3 92.2 101.0

29. 在 28 题中，如果训练前后的数据是对两组人测量的，并假设训练前后人的体重服从方

差相同的正态分布，问在显著性水平 0.05 下，是否可以认为该俱乐部的宣传是可信的？

30.两种新的装配方法经过检验后装配时间的方差报告如下：

取 Q = 0.10,检验 A 和 B 这两种装配方法的方差是否相等.

方法 样本容量 样本方差

A 721 = 31 s；= 25
B 712 = 25 sg = 12

31.为了解甲、乙两企业职工工资水平，分别从两企业各随机抽取若干名职工调查，得数据

（单位：元）如下：

设两企业职工工资分别服从正态分布，且总体独立且均值方差均未知.试根据以上数据

判断：两企业职工工资的方差是否相等？甲企业职工平均工资是否低于乙企业职工平均

工资 3=0.05）?

甲公司/元 3 750 5 300 3 750 9 100 5 700 5 250 5 000

乙公司/元 5 000 9 500 4 500 9 000 6 000 8 500 9 750 6 000

32.某市场研究机构用 8 个人组成的样本来给某特定商品的潜在购买力打分. 样本中每个

人都分别在看过该产品新的电视广告之前与之后打分.潜在购买力的分值为 0 10 分,

分值越高表示潜在购买力越高. 原假设为看广告后平均得分小于或等于看广告前的平

均得分，拒绝该假设就表明广告有宣传效果，提高了平均潜在购买力. 给定显著性水

平 a = 0.05,用下列数据检验该假设，并对广告给予评价.
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个人
购买力得分

个人
购买力得分

之后 之前 之后 之前

1 6 5 5 3 5

2 6 4 6 9 8

3 7 7 7 7 5

4 4 3 8 6 6

33. 现有两台天平，为比较它们的精度,将一物体分别在两台天平上各称量 9 次,得数据（单

位: g）如下：

甲天平/g 19.96 19.97 20.06 19.96 20.06 20.01 20.01 19.98 19.98

乙天平/g 19.90 19.89 20.18 19.91 20.03 20.00 20.00 20.02 19.91

设两台天平的称量结果分别服从 忧）,N（42,述），在显著性水平 0.05下检验假设

Ho ：后》说6丑1 ：决 （7机

34. 设有 A种药随机地给 8 个患者服用，经过一固定的时间后，测量患者身体细胞内药的浓

度,得数据

1.40 1.42 1.41 1.62 1.55 1.81 1.60 1.52

又有 B 种药给其他 6 个患者服用，在同样固定时间后，测量患者身体细胞内药的浓度,

得数据

1.76 1.41 1.87 1.49 1.67 1.81

设两种药在患者身体细胞内的浓度都服从正态分布，试问 A 种药在患者身体细胞内的

浓度的方差是否小于 B 种药在患者身体细胞内的浓度的方差（a = 0.1）?

35. 从甲、乙两处煤矿各随机抽取矿石 5 个和 4 个，分析其含灰率（单位：％）得到数据

如下：

甲矿/% 24.3 20.8 23.7 21.3 17.4

乙矿/% 18.2 16.9 20.2 16.7

假设各煤矿含灰率都服从正态分布且方差相等，问甲、乙两矿的含灰率有无显著差异

（ q=0.05 ）?

36. 设总体 X
~ N（〃i,0.04）,

V
~ 7V（M2,0.09）.

现从 X 中抽取的样本值为 2.10, 2.35, 2.39,

2.41, 2.44, 2.56; 从 Y中抽取的样本值为 2.03, 2.28, 2.58, 2.71. 试检验处 和 42 是否有

显著差异（a=0.05）?

37. 现有两批电子器件，从中随机抽取若干进行检验，测得样本的电阻（单位：Q）如下：
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A 批/0 0.140 0.138 0.143 0.142 0.144 0.137

B 批/0 0.135 0.140 0.142 0.136 0.138 0.140

假设这两批电子器件的电阻均服从正态分布，试在显著性水平 0.05 下，比较这两批电子

器件的电阻有无差异.

38. 1861年,新奥尔良新月报刊登了 10篇文章,它们的签名是斯诺德格拉斯 (Quintus Curtins
Snodgrass), 有些人怀疑它们实际上是马克・吐温写的.为了调查这一点，我们考虑在马
克 - 吐温的 8 篇小品文以及签名为斯诺德格拉斯的这 10 篇小品文中由 3 个字母组成

的单字的比例：

马克 •吐温 0.225 0.262 0.217 0.240 0.230 0.229 0.235 0.217

斯诺德格拉斯 0.209 0.205 0.196 0.210 0.202 0.207 0.224 0.223 0.220 0.201

设两组数据分别来自正态总体，且两总体方差相等，但参数均未知.两样本相互独立.问

两位作家所写的小品文中包含由 3个字母组成的单字的比例是否有显著的差异(取 a =
0.05 )?

39. 2004 年，有线电视和收音机超过广播电视、录像、音乐和报纸，成为使用量最大的两个

娱乐媒体. 研究者用 15 名志愿者组成一个样本，搜集他们每周看有线电视的时间和听

收音机的时间数据(单位：h) 如下：

志愿者 有线电视 /h 收音机 /h 志愿者 有线电视 /h 收音机 /h
1 22 25 9 21 21

2 8 10 10 23 23

3 25 29 11 14 15

4 22 19 12 14 18

5 12 13 13 14 17

6 26 28 14 16 15

7 22 23 15 24 23

8 19 21

(1)在显著性水平 0.05 下，检验有线电视和收音机使用量的总体均值之间是否有差异?
实际「值是多少？

(2)每周花在看有线电视上的时间样本均值是多少？每周花在听收音机上的时间的样本

均值是多少？哪个媒体具有较大的使用量？

40. 某报道提供了 2012 年几家著名公司的每股收益的数据. 在 2012 年之前，财务分析家

就预测了这些公司 2012 年的每股收益. 利用下面数据评论实际的和预测的每股收益的

差异.
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习题

公司 实际每股收益/元 预计每股收益/元

A 1.29 0.38
B 2.01 2.31

C 2.59 3.43
D 1.60 1.78
E 1.84 2.18
F 2.72 2.19

G 1.51 1.71

H 2.28 2.18

I 0.77 1.55

J 1.81 1.74

(1)若 a = 0.05,检验实际的和预测的每股平均收益之间是否存在差异？ p 值是多少?

你的结论是什么？

(2)两均值之差的点估计值是多少？分析家是低估了还是高估了每股的收益？

(3)对于 95% 的置信系数，(2)中估计的边际误差是多少？

41.某厂家生产豪华型与普通型两种家用电器.由零售点抽样得到的销售价格如下：

零售点

价格/元
零售点

价格/元

豪华型 普通型 豪华型 普通型

1 390 270 5 400 300

2 390 280 6 390 340

3 450 350 7 350 290

4 380 300

(1)厂家建议的两种型号的零售价有 100 元的差价.在显著性水平 a = 0.05 下，检验两

种型号的平均差价是否为 100元.

(2)两种型号平均差价的 95% 置信区间是多少？

42.为比较新旧两种肥料对小麦产量的影响,研究者选择了面积相等、土壤等条件相同的 12块

地,分别在 6块地上施用新旧两种肥料.对于旧肥料,得到的小麦产量是 17,14,18,13,19

和 15;而新肥料下小麦产量是 16,19,20,22,18 和 19.假设两种肥料下小麦产量分别

服从正态分布，且总体独立，均值和方差均未知.试根据以上数据判断：

(1)两种肥料下小麦产量的方差是否相等(a = 0.05)?

(2)新肥料下小麦平均产量是否显著地高于旧肥料下小麦平均产量 ( a = 0.05 )?

43. 2000 年的全国人口普查表明某城市的 65岁以上老年人所占的比例为 13.55%.现在为
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第八章 假设检验

了调查人口的变动情况，随机抽取 400 名居民，发现其中有 57 人年龄在 65 岁以上.试

问该市现在老年人所占的比例较 2000 年普查时是否有变化 ( a=0.05 )?

44. 假设到一商场的顾客会以概率 p 购买商品，商场随机抽取了 500 个顾客，其中 15 个购

买了商品.在显著性水平 5% 下检验为: p = 0.02- Hi : p# 0.02.

45. 某种产品以往的废品率为 6%,采用某种技术革新后，随机抽取 200 个产品进行检查，其

中 8 个废品，即样本废品率 4% 相比以往有所降低，取显著性水平为 a = 0.05.

(1)此问题的原假设和备择假设分别是什么？

(2)犯第一类的错误的概率是多少？

(3)样本的结果是否能支持备择假设.

46. 假设某一生产线上商品的次品率为 p ,现随机抽取了 1 000 个商品，其中 5 个次品.次

品率低于 0.52% 即为合格,在显著性水平 0.05 下判断这批产品是否合格.

47. 有些人相信，化学家生女儿的机会比一般人大(可能是由于化学家在实验室中暴露于某
化学品之下影响了子女的性别).美国华盛顿州卫生局在出生证明上列出了父母的职业.

1980—1990 年有 555 名新生婴儿的父亲是化学家，而这些婴儿中有 273 名是女孩. 同

时期华盛顿州出生的婴儿中有 48.8% 的女孩.有无证据显示，化学家生女儿的比例要高

于全州的比例? (穆尔,2003)

48. 2015 年末全国大陆总人口 137 462 万人，出生率 12.O7%o; 辽宁省人口 4 382 万人，出

生率 6.17%o; 吉林省人口 2 753 万人，出生率 5.87%o; 黑龙江人口 3 812 万人，出生率

6.00%o. 东北三省人口出生率是否显著小于全国人口出生率？给出 p值.

49. 某汽车协会的一项研究调查男性还是女性更有可能停车问路.研究假设：如果你和你的
配偶正在行驶并且迷路,你会停车问路吗？由该协会的典型样本数据得到在 811 名女性

中有 300 人说她们会停车问路，同时在 750 名男性中有 255 人说他们会停车问路.

(1)研究的假设是女性更有可能说她们会停车问路，建立这个研究的原假设和备择假设.

(2)表示她们会停车问路的女性的百分数是多少？

(3)表示他们会停车问路的男性的百分数是多少？

(4)在显著性水平 a = 0.05 下检验假设, p 值是多少？你期待从这个研究中得到什么
结论？
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第九章 非参数假设检验

学习目标

理解皮尔逊 X2 统计量的概念

理解拟合优度值的概念

掌握用皮尔逊 统计量作拟合优度检验和列联表中两个属性独立性的检验

掌握符号检验方法和适用范围，掌握用样本秩和进行位置参数检验的威尔科克森

（Wilcoxon）秩和检验

了解利用经验分布进行数据分布是否等于已知连续分布的科尔莫戈罗夫检验和

两个连续分布是否相等的斯米尔诺夫检验

9.1 拟合优度检验

在上一章讨论的假设检验中，我们假设总体分布的类型是已知的，其中有些参数未知.但

是有时候我们对总体了解得太少，无法给出总体分布的模型. 所以首先要判断样本是否来自

某个已知类型的分布（称为理论分布），例如正态分布，即要检验原假设办:总体为正态分布.

这个理论分布不一定是总体的真实分布,仅仅是一种假设，需要用样本来“拟合”，拟合得好,

才能够不拒绝原假设 风，如果拟合不好，我们就拒绝 办. 所以这类检验称为拟合优度检验

（goodness of fit test）. 这里要检验的是样本所在的总体是不是己知的理论分布，此时就不一

定是有限多个参数的检验了，所以称为非参数检验. 这一类检验用到的检验统计量一般近似

服从 X2 分布，由皮尔逊首先提出，所以也称为皮尔逊 X2 检验.

9.1.1 理论分布完全已知且只取有限个值

假设一个以有限集 •，桃｝为值域的总体 X,现从该总体中抽取一组样本量为 n

的简单样本，其中有电 次取值 Qm 公 = 1,2,…，k. +h2 H \-nk = n. 给定一个分布律

（理论分布）为
P（X = 命）= pi, « = 1,2,• • • ,k,

其中m,02,・・・ 完全已知，问总体 x的分布律是否为此分布律?
可以把该问题表示为如下的检验问题：

Ho :P(X = &)=% i =12…〉k 公 Hi :3j s.t. P(X =叼)卢巧. (9.1)



第九章 非参数假设检验

关于 (9.1)式的检验.先设想 n充分大，按大数定律,应有 ni/nq外即 rii 级 九 称 npi

为出 这个类的理论值或者期望值 (在假设的理论分布印下的期望值，expected value),把电

称为观测值 (Observed value).可以列表如下：

类别 团 1 … Qk

理论值(E) npi np2 … • npi … npk
(9.2)

观测值(0) 九i 九2 一 • Tli … nk

E-0 npr — ni np2 — 九2• • npi - ni • • • npk - nk

(9.3)

显然，最后一行的值越小，则为 越像是正确的.现在的问题是找一个统计量来衡量这种差异.

皮尔逊采用的统计量是

在合适的条件下可以证明，当几-8时，(9.3)式的极限分布是自由度为 k - 1的、2 分布.这就是 1900 年皮尔逊证明的：

2= w气登=文姓3=之喧—小E y npi ± npi

定理 9.1 皮尔逊 f 检验

如果原假设ho 成立，那么当样本量 moo 时，Z 的分布趋于自由度为 k-1的、2

分布，即或—1. C

证明的思路大体是这样的：由于电�6(a如)，用泊松分布来逼近，泊松分布的均值和方

回电禁 差都是 A y小把电 标准化，平方后近似就是 式中的每一项，每个都近似服从 色 分

布.自由度为什么是 k — 1?因为 m+P2+ ，�，+肌 =1,所以实际上只有 k — 1个能自由变化
齿圈豳 的参数.详细的证明己超出本课程范围.Z称为拟合优度统计量.
视频26 拟合优度
检验

视频 扫描视频 26的二维码观看关于拟合优度检验的讲解.

用这个定理可以对 Ho 进行检验.显然，当 Z〉0时拒绝 Fo,Z C时接受 %.C 的
选取根据给定的水平以 若近似认为 Z的分布为 xri，则 o=或—13). 所以检验为

3:当Z>x上i(a)时,拒绝办,否则不能拒绝外. (9.4)

这是一个二选一的解决方式,在实用中，有时采用一种更有弹性的看法，它能提供更多的信息,

且解释了“拟合优度”这个名词.

假定根据一组数据算得 Z = Z0，我们提出这样的问题：如果原假设成立，出现像 Zo 这
样大的差异或更大差异的概率有多大？按定理 9.1,记为 p(Zo),近似为

p(Zo)= P(Z Zo)= 1-
显然，这个概率越大,就说明在原假设成立时，出现 Zo 这样大的差异就越不奇怪,从而就越使
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9.1 拟合优度检验

人们相信原假设的正确性.由此我们把 p(Z。)解释为数据对理论分布的“拟合优度”.拟合优

度越大,就表示事件发生的概率与理论分布之间的吻合程度越高,从而该理论分布就获得更有

力的实验或观测的支持. 检验 (9.4) 不过是设立了一个门槛 必 当拟合优度 p(Zo) < a 时，拒
绝飞,例如取 a = 0.05, 则当 p(Zo) = 0.06 时接受外,当 p(Z0) = 0.86 时也接受飞，但是
接受的支持程度明显不同，前者虽然勉强达到能接受原假设，但是已经接近拒绝的边缘.

例9.1 在一个三班制生产的工厂中，本月出了 30 次事故，其中早、中、晚班事故次数分

别为 12,6,12.问事故与班次是否有关？

解 假定事故与班次无关，定义随机变量 X :｛X = 储 =｛第 k 班次出事故｝, 其中
k = 1,2,3 分别表示早、中、晚班. 本问题可以提为如下的检验问题：

1 1
H。:P(X = fc) = — , k = 1,2,3 Hi:弘 s.t. P(X = k)

o J

其中理论分布为取 1, 2, 3的离散均匀分布.

算得 砂分 =30 xi= 10,^ = 1,2,3,自由度 k一 1 = 3-1 = 2,查附表《(0.05)= 5.991,
O

[(10 - 12)2 +(10- 6)2 +(10- 12)2] = 2.4< 5.991, 接受瓦，

即没有充分的证据说明事故与班次有关.由 f 分布表，可以算出此时的拟合优度

p(Zo) = / -exp < -- > dx 0.301 2.
J2A N I 2 J

这说明即使事故与班次无关，平均而言，在 100 家企业中也有 30 家各班次的事故数在表面上的差

异甚至比这里观测到的还要大，因此，表面上 12 :6 : 12 的差异并不奇怪.

没有统计思想的人容易倾向于低估随机性的影响，在本例中，由于数据只有 30 个，还是太

少了，随机性的影响就比较大，无法改变事故与班次无关的结论. 但是如果继续观察，得到更多

的数据，比如为 30: 15 :30 这样的数据，此时容易算得 Z0 = 6〉5.991, 拒绝 玩,即此时有充

分 (95%)的证据说明事故与班次有关. 也可以算得此时的拟合优度 p = 0.049 8 < 0.05, 数

据与理论分布拟合很差，即事故与班次有关. 口

拟合优度描述了数据与理论分布吻合的程度,根据这一点,有人用这种统计方法来鉴定某

种作品是否是潢品，例如有人用于鉴别一段诗词是否为莎士比亚的作品(见中译本《统计与真

理》(劳，2004)). 当然我们希望拟合优度越高越好.但是在实际中，试验结果受随机因素的影
响，数据不可能与理论分布吻合得非常高，换句话说，如果拟合优度太高，要么是运气太好了,

要么就是在造假！在《统计与真理》书中列出了一些造假的著名结果.

例9.2 考虑一个骰子是否均匀问题.设随机变量 X 取值 1,2,•・ • ,6,事件｛X =1｝表示

掷出 z 点.如果骰子是均匀的，相当于

%:P(X =〃)=", 〃= 1,2,…，6,
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第九章 非参数假设检验

设已作了 h = 6 x 1010次投掷,设得到各点出现的次数分别为

k1 = 1010 - 106, n2 = 1010 + 1.5 x 106, 烟 = 1010-2x 106, . 、(9.5)
加 = 1010+ 4 x 106, 八5 = 1010-3x 106, 加 = 1010 + 0.5 x 106.

能否认为骰子是均匀的？

解 如果骰子是均匀的，那么理论值都是 nPi = 1010. 容易算出这组数据的拟合优度统
计量的值 Zo = 3 250,自由度 k — 1 =6-1 = 5,由软件计算知 x*0・001) = 20.515,由于

Z()= 3 250 > 20.515,拒绝历.可以算得拟合优度 = 1-0.999 9…，几乎为 0,即数据

极不支持骰子均匀这个假设.

实际上，拿数据 (9.5)作骰子是否均匀的检验，每个点实际频率 ni/n 与理论概率 1/6 的差

都在 ±10-4 范围内，从实用的观点看，已经足够均匀了. 有这类很小的误差不影响实际的使用.
但是由于样本量非常大，达到了“明察秋毫”的地步，把这么小的误差都检测出来了，但是实际

意义不大. 本例说明假设检验结果的含义必须结合其他方面的考虑(样本量，估计值等)，才能得

到更合理的解释. 统计上的显著性不等于实用上的重要性.参见上一章 8.5 节的注释. 口

例9.3 孟德尔豌豆杂交实验.纯黄和纯绿品种杂交，因为黄色对绿色是显性的，在孟德尔

第一定律(分离定律)的假设下，二代豌豆中应该有 75% 是黄色的，25% 是绿色的.在产生的

n = 8 023 个二代豌豆中，有几1 = 6 022 个黄色，n2 = 2 001个绿色.我们的问题是检验这些

这批数据是否支持孟德尔第一定律，要检验的假设是

%: 01 = 0.75, 为 = 0.25.

解 在孟德尔第一定律(瓦)下，黄色和绿色的个数期望值为

=切1 = 8 023 x 0.75 = 6 017.25, 偿 = np2 = 8 023 x 0.25 = 2 005.75

则皮尔逊 X2 统计量为
(O-E)2 _ (6 022-6 017.25)2 (2 001-2 005.75)2

_
=》 -= 6 017.25 + 2 005.75 '

自由度为 1,计算得 p 值为 0.902 5. 因此可以认为这些数据服从孟德尔第一定律. 费希尔

分析了孟德尔的所有实验的数据，发现其数据与理论值符合地太好，p 值为 0.999 93,但这么

好的拟合在一万次试验中才发生 7 次，因而费希尔认为“数据与理论拟合地太好了而不像真

实的

9.1.2 理论分布类型已知但含有有限个未知参数

若总体 X 取有限个值｛01,02,...，四｝,但分布中含有 7 个未知的参数 &42,・・・，以，即
原假设为

现 ：P(X = &) … £ = 1,2, — (9.6)
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其中 0加分 = 1,2,•・・ 都已知，且 01,02,，…，0用 两两不同，Pi > 0,i = 1,2, ,fc.且依赖于

r 个未知的参数 &,仇,•・・，。r，r < k — 1.

记样本为 (Xi,X2,…，X"), 在原假设用(见 (9.6)式)下，参数 … ，办 的最大似

然估计为 R,。2,…，瓢 从而 Pi 的最大似然估计为 Pi = 0(01,02,…， 分 = 1,2,- • • ,k.用

电 表示样本中取出的个数 (4 = 1,2,…，k), 则构建统计量

7 〒(0一02z = E~F- =；(九e —而6)2
=个熄 冗

一与
一
话—z话

— 八•

我们有如下的结论 (Fisher, 1924)*：

(9.7)

定理 9.2

在一定的条件下，若原假设用成立，则当 7ZTOO 时，Z的分布趋于自由度为 k-r-1

的 f 分布，即戒一7一1�

因此，此时一个检验为

破：当Z>点一.13)时,拒绝风，否则不能拒绝风.

例 9.4 从某人群中随机抽取 100 个人，抽取他们的血液并测定某基因位点处的基因型.

假设该位点只有两个等位基因 A 和电这 100 个基因型中 AA, Aa 和 aa 的个数分别为 30,

40,30,能否在 0.05 的水平下认为该群体在此位点处达到哈迪-温伯格 (Hardy-Weinberg) 平
衡态？

解 取原假设为

为:哈迪-温伯格平衡态成立.

设人群中等位基因 A 的频率为 p,则该人群在此位点处达到哈迪-温伯格平衡态指的是在人

群中 3 个基因型的频率分别为 尸(AA) = p2, p(Aa) = 2p(l — p) 和 P(aa) = (1-p)2, 即原假
设可等价地写成

瓦：F(AA) = /,p(Aa) = 2P(1 — p),F(aa) = (1-p)2.

在 Ho 下，3个基因型的理论频数为 100 x io。x 2 x/(i _/)和 iqq x (1 -p)2, 其中 p

等于估计的等位基因频率 0.5, 代入 k? 统计量表达式，得统计量的值等于 4. 该统计量的值大

于自由度为 3 — 1 — 1 = 1 (恰好一个自由参数被估计)的 X2 分布上 0.05 分位数 3.84, 故可

在 0.05的水平下认为未达到哈迪-温伯格平衡态.p值为 0.045 6 < 0.05, 以比较弱的力度拒
绝了原假设. 口

*Fisher, Ronald A. The Conditions Under Which x? Measures the Discrepancey Between Observation and
Hypothesis [J]. Journal of the Royal Statistical Society, 1924, 87(3):442-450.
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当总体 X 取无穷多个值,但其分布中仅含有有限个未知参数.此时原假设可以表示为

风JX 胆 （9.8）

其中9 =（仇,&,��./『）为未知参数，它们在一定区域内变化.例如假设理论分布为 N（出扰）,
但是参数也02 是未知的.我们可以将总体的取值切为 k 段，记切分出的区间为

（窃,Z1],（^1,^2],（^2,磔],•••,（必-2,跳-1],（纵-1,磔）,

其中g = —oo,g = oo, 则定义离散型随机变量

Y = 应， /”1 <X 2 = 1,2,• • • ,k.

则当原假设 成立时，随机变量 Y 的分布为

P（y =电）=如（名,02,…， ，=1,2,…，次. （9.9）

其中 如（内,见…，跖 = Fg^-Fo（Xi-^.所以,如果拒绝了假设的理论分布（9.9）,那么有

理由拒绝原假设 也就是说，我们将检验假设 的问题转换为检验理论分布（9.9）对应

的假设风（见（9.6）式）的问题.

注 此时检验方法的结论显然依赖于对总体 X 取值域的切分方法. 一种经验法则认为划

分的区间应使理论频数 nPi 不小于 5 为宜. 否则，将相邻两个子区间合并，以满足上述要求.

原因是理论频数出现在检验统计量 X2 的分母中，其值太小容易使统计量的值增大，容易误
判为拒绝原假设. 另一点要注意的是划分点21,62,一�，以-1 必须不依赖于样本.就是说不能

根据样本 Xi,X2,・・・，Xn 的位置去选择它们，而必须事先定好，只有这样定理 9.2 的结论才

有效.

例 9.5 在一高速路的收费站记录了 106 min 内在每 1 min 内到达收费站的车辆数量.

数据如下表 9.1, 若用 X 表示每 1 min 内到达收费站的车辆数量，试问 X 是否服从某个泊

松分布？

表 9.1 1 min 内达到的车辆数

X 出现的次数 X 出现的次数 X 出现的次数

0 0 7 12 14 4

1 0 8 8 15 5

2 1 9 9 16 4

3 3 10 13 17 0

4 5 11 10 18 1

5 7 12 5 n=106
6 13 13 6

解 依题设，即要检验假设

Ho:P（X = 力）= —-e-^, 1= 0,1,…，
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由最大似然估计方法，知 5 = 花 = 9.09.代入到上述分布里，并计算表 9.2 中取每一个 吃 的

概率，如

P(X = 5)= 0.058,

P(X < 4)= 0.052,

得到下表：

表 9.2 f 计算表
区间 rii Pi npi nl/npi

o≤ x < 5 9 0.052 5.51 14.70

5≤ <6 7 0.058 6.15 7.97

6≤ % < 7 13 0.088 9.33 18.11

7≤ N < 8 12 0.115 12.19 11.81

8≤ / < 9 8 0.131 13.89 4.61

9≤ 力< 10 9 0.132 13.99 5.79

10 X < 11 13 0.120 12.72 13.29

11 < 12 10 0.099 10.49 9.53

12 x< 13 5 0.075 7.95 3.14

13 x < 14 6 0.054 5.72 6.29

14 力 14 0.076 8.06 24 32

106 1.0 106 119.56

因此由 (9.7)式有
k 2

Z =T笑一九 = 119.56 - 106 = 13.56.J npi

由 q = 0.05 和 3 — r — 1 = 9,所以焉(0.05)= 16.919. 因此 z V焉(0.05) =

能拒绝原假设办,即认为每分钟到达收费站的车辆数量服从某个泊松分布.

16.919.所以不

例9.6 调查某企业 745人的月收入状况如下:

每月收入/元 1 500 (1 500,2 500] (2 500,3 500] (3 5叫5 000] (5 000,7 500] > 7 500

人数 150 200 220 100 50 25

问该企业的月收入能否用正态分布来拟合? 3= 0.05)

解 设月收入服从正态分布 N(出产)，其中 (从e2) 是未知参数. 我们应该用最大似然估

计来估计这两个参数，由于比较麻烦，我们用矩估计来估计它们 (理论上，用最大似然估计可

以证明上面的定理，但是如果用矩估计的话则无法证明，不过实际中为简化计算起见，常常用

矩估计来代替最大似然估计). 对于这种分组数据，一般用组中值来代替该组数据，两头由经
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验赋予一个适当的值作为该区间数据的取值. 这里我们用 750 元作为第一个区间收入代表,

最后一组用 10 000 元代表.依据这些数据，可以算得样本均值和样本标准差分别为

豆 = 2 899.33, s = 1 961.05.

用正态分布 N(2 899.33,1 961.052) 可以计算收入处于每个区间中的概率3,由此得：

每月收入 1 500 (1 500,2 500] (2 500,3 500] (3 500,5 000] (5 000,7 500] >7 500

理论概率 0.237 7 0.181 6 0.201 0 0.237 6 0.132 6 0.009 5

理论频数 177.09 135.29 149.75 177.01 98.79 7.08

实际频数 150 200 220 100 50 25

npi — ni 27.09 -64.71 -70.25 77.01 48.79 -17.92

自由度为 k — 1 — 7 = 6 — 1 — 2 = 3,软件计算知 X叙0・001) =163 由此得

Zo =5
、(m-电产

= 171.01> 16.3, 拒绝办,

即我们有99.9%的把握说收入不能用正态分布来拟合.如果计算拟合优度，那么 171.01)7
o(10-83), 即基本上是 0,即不符合正态分布. 口

9.1.3 列联表检验

理论分布类型已知，但有若干参数未知的检验常用于列联表 (contingency table )检验.

列联表是一种按两个属性作双向分类的表.例如一群人按吸烟和不吸烟(属性 4)和是否患

肺癌(属性 B) 分类，目的是考察吸烟对患肺癌是否有影响.若记属性 4有 Q 个不同水平，属性

B 有 b个不同水平，将 n 个观测样本按照属性 A 和属性 B 所处的水平进行汇总，得到表 9.3.

表 9.3 a x b 列联表

B
A

和
1 2 •.. £ •一 Q

1 nn n2i •… Tin j • rial n.i

2 nn 2々2 • • • Tli2 … • na2 九2

j nij 九2， … Tlij … naj 几5

b nib 九2b •… nib … ^ab n.b

和 ni. 九2。 … 电. • • • na. 71
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其中
b

电.—〉:Tlij,
，=1

n-j
Q

—E电/
t=1

分别是属性 A 处于水平 i和属性 B 处于水平 j的个体数.设

X:属性 4的水平,X = l,2,…，q,

y：属性b 的水平,y = i,2,…

记

Pij = P(X =i,Y =j)= P(属性 分别处于水平R力)

我们的目的是检验 A.B 两属性独立的假设 Ho,如果外 为真，即随机变量 X,Y 独立,应有

Pij = P(X =i)P(Y = /)= Pi.p.j, 分 = 1,2,…必j= 1,2,…也

因此,为 成立，等价于存在 {3.},{0�打，满足

Q

工外 = 1 3.〉0,
e=1

b (9.10)

^2巧 = 1 p.j > 0,
/=1

在这个模型中，参数是 Pi-p.hi = ,a,j = 1,2,…，4 总的独立参数的个数为 r =

(0 一 1)+0一 1)= 0+ b一 2,使用最大似然估计方法可以得出

Pi- =
n

人 n・j
PLV

这与直观上用频率 ni./n来估计概率03，用频率 n.j/n来估计概率 0守 一致.由此得到列联表

中第g)格的理论值估计为电w"m 因此统计量 Z为

Z
(nij — ni.n.j/n)2

与与一电叫加
_ ("处/ 一电.71./)2

乙’ nni.n./
6=1 /=1 J

(9.11)

当九-> oo 时，Z的渐近分布是自由度为 k-l-r = ab-l-(a+b-2)=(a- l)(b - 1)的
%2 分布，即 X'l)—1)・

例9.7 为了了解吸烟是否与患肺癌有关，在 6 000 人中做了调查，数据如下：

323
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不吸烟 吸烟 期.

无肺癌 3 397 2 585 5 982

患肺癌 3 15 18

n・j 3 400 2 600 6 000

问根据以上数据，吸烟是否与患肺癌有关？3= 0.001)

解 原假设为：吸烟与患肺癌无关.分别定义随机变量 x 和 y 如下:

{X = 0},{X = 1}分别表示不吸烟和吸烟，

{y = 0},{y = 1}分别表示无肺癌和患肺癌，

由 npi：j = m.n.j/n,我们可以得到列联表中 闻力 格中的理论值，列于下表的括号中：

不吸烟 吸烟 电.

无肺癌 3 397(3 389.8) 2 585(2 592.2) 5 982

患肺癌 3(10.2) 15(7.8) 18

3 400 2 600 6 000

由此算出

(3 389.8- 3 397产 (2 592.2 - 2 585)2 (10.2 - 3)2
=

3 389.8 * 2 592.2
十

102
十

亿晨⑸ 弓11.763 8 > x?(0.001) = 10.827 36, 拒绝为，

即我们有 99.9% 的把握说吸烟与患肺癌有关.

在生物统计中经常用到 2 x 2 列联表，化简后此时统计量 Z 也可以写为
九(几11几22 - 几12九21)2
- ni.n2.n.in.2 '

其在原假设为真时，依分布收敛于自由度为 1的 f 分布.

例9.8 据报道，不同时代出生的人在请朋友吃饭时的人均消费是不同的，大体上是 60 岁

以上倾向于人均低一点的消费. 为了证实这一报道是否正确，某机构作了如下一个关于请朋

友吃饭人均消费的调查：

年龄段
人均消费/元

电.

[50,80) [80,120) [120,150) [150,200) 》200

(25,45] 11 26 35 20 9 101

(45,60] 21 35 50 30 5 141

>60 20 38 30 15 1 104

n.j 52 99 115 65 15 346
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问报道的消息是否正确？3= 0.05)

解 记为 ：不同时代出生的人在请朋友吃饭时的人均消费没有差异. 根据公式 npij =

电3.了几 计算理论频数，列于下表的括号中：

年龄段
人均消费/元

rii.
[50, 80) [80,120) [120,150) [150,200) ≥200

(25,45] 11(15.2) 26(28.9) 35(33.6) 20(19.0) 9(4.4) 101

(45,60] 21(21.2) 35(40.3) 50(46.9) 30(26.5) 5(6.1) 141

>60 20(15.6) 38(29.8) 30(34.6) 15(19.5) 1(4.5) 104

71. 52 99 115 65 15 346

自由度 (5 — 1)(3 - 1) = 8,查表 x^(0・05) = 15.507, 由公式 (9.11), 计算得到 Zo =
15.916 > 15.51, 拒绝4.注意到理论频数在分母上，其值过小时候容易造成误判.由前面的

注知，理论频数不小于 5 为宜，我们要合并不满足条件的列或行. 这里最后一列不满足要求,

所以与左边的列合并，见下表：

年龄段
人均消费/元

电.

[50,80) [80,120) [120,150) 150

(25,45] 11(15.2) 26(28.9) 35(33.6) 29(23.4) 101

(45,60] 21(21.2) 35(40.3) 50(46.9) 35(32.6) 141

>60 20(15.6) 38(29.8) 30(34.6) 16(24.0) 104

52 99 115 80 346

此时自由度 (4- 1)(3- 1)= 6,查表 x"(0・05) = 12.592, 由公式 (9.11), 计算得到 =

10.765< 12.592, 不能拒绝飞.即没有足够的证据说报道的结论成立. 口

注 跟列联表有关的另一类重要的检验是齐一性检验，即检验某一个属性 A 的各个水平
对应的另一个属 B 的分布全部相同：

%:P(B = j\A= 1)= P(B = j\A = 2) = … = P(3 = j\A = a), / = 1,2 • • • ,b.

此时不同于前面讨论的 f 检验中，属性 A的各个水平的频数 处.m= ，q 都是随机的

(试验前不知道取值)，在齐一性检验问题中，它们在试验前就已经给定.例如有三个工厂生产

同一种产品，产品分为一、二、三等品，为了考察该工厂产品质量是否一致，分别从这三个工

厂中抽取了 100,89和 92件产品，并检验了每件产品的等级，这里 m = 100,712 = 89,n3 = 92

是在抽取前就已经已知的，不同于列联表中随机的电.工 = 1,2,3. 对齐一性检验问题，理论上

可以证明，所构造的检验统计量 Z的极限分布仍是自由度为 (a- l)(b — 1)的 分布，即视

属性 A 为随机的，所采用的检验方法跟独立性检验完全一样. 齐一性检验本质是把三个工厂
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产品的分布视为 3 个总体，检验的假设是“这三个总体的分布一致（齐一）”. 而列联表检验

的是两个属性是否有关联.

例9.9（例 7.1续） 需要根据试验数据判断两组死亡率是否有差异，见如下可的松治疗急

性脑卒中对照试验表：

死亡 生存 合计

可的松 13M) 4(ni2) 17(m.)

安慰剂 10(n2i) 9(^22) 19(n2.)

合计 23(n.i) 13(n.2) 36(n)

解 原假设为两组病人的死亡率没有差异.计算知检验统计量 x2 的观测值为 1.297 6,远

远小于自由度为 1 的 分布的上 0.05 分位数值 3.841, 故不能拒绝原假设. 相应地，p 值

输 为 0.254 7,因此在水平 0.05 下没有证据表明可的松治疗组和安慰剂治疗组的死亡率有显著
差异. 口

实验29 拟合优度
检验

阻实验 扫描实验 29 的二维码进行 x2 检验在拟合优度检验问题和列联表分析的模拟实验，了
解拟合优度检验的推断过程.

9.2 威尔科克森秩和检验

在处理两个正态总体均值的检验时，常用的方法是 t 检验. 如果两个总体分布分别为

少（e）和 f（n- e）,（p 不一定是正态），考虑检验问题：

% ：。= o»% ：e> o,
其中 3称为位置参数.关于位置参数 9的检验,在正态分布场合,就是两个总体均值差的检验

问题.设我们从总体 x,y 中分别抽取了样本（XL,….f）和（m,心…，乙2）�

非参数检验中一种常用的检验方法是先把数据按从小到大的顺序排序，然后根据秩的大

小来检验，称为秩检验. 我们把两个样本合在一起，样本量为 八 = 九1+ 打2,把这 n 个个体指

标值按从小到大的顺序重新排为

Z1 Z2 • • • Z九，

设匕在合样本中排在第喝，j=1,2,... ,n2, 即 B = Z为,Rj 称为 L・在合样本中的秩.称
九2

Wy =£Rj
j=i

为 y 样本在合样本中的秩和.
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显然，若 e> o,则表示平均而言，y样本中的值比x样本中的值大,所以 y 样本在排序

后的合样本中的秩应该较大，从而秩和吟较大.直观上一个检验为

当 Wy〉5时拒绝Ho,否则不能拒绝4）.

其中 分 满足

Ca = inf{c:P{Wy c} a}.

有时为方便起见，将 分 满足的条件简写为 P{WY》Cq} = Q.我们也可以把 X 样本的秩和

Wx 作为检验统计量，则在败 比较小时拒绝原假设. 此时检验的拒绝域为 Wx d一 其

中 满足

山—a =sup{d:P{Wx d} a},

或简写为 P{Wx d^}= a.由于 Wx +吟 = 1+ 2+ •••+ 几 = 几（几+ 1）/2,所以这两
个检验方法是等价的.这个检验称为威尔科克森秩和检验（Wilcoxon-Mann-Whitney test,或

Mann-Whitney U-test）.

对位置参数 e的左边检验

风：e = o»玛 ：e < o,

同样取 y 样本的秩和 Wy 作为检验统计量. 此时检验的拒绝域为W Cl—Q,其中 Cl—a

满足

Q—a — sup{c:P{Wy c} a}

或简写为 P{Wy Cl-a}= Q.如果用 x 样本的秩和 Wx 作为检验统计量，那么检验的拒

绝域为 Wx 乙，其中 dq 满足

da = inf{d:P{Wx》d} a},

或简写为 P{Wx》da}= Q.

最后，对位置参数 e的双侧检验

m ：e = o一四：好 o,

同样取 y 样本的秩和 Wy 作为检验统计量.由于 e < o 时，Wy 倾向于比较小，在 e〉o时,
W 倾向于比较大，因此我们在 Wy 比较小或比较大时拒绝原假设.所以，对给定的显著性水

平以该检验的拒绝域为w Cl_a/2 或 Wy 2 5/2,其中 Cl—a/2 和 5/2 分别满足

C1-Q/2 = sup{c：P{WY <今},

Ca/2 = inf{c:P{WY c} Ij .

当叫 如 20 时，人们制作了威尔科克森秩和检验的临界值表（附表 7列出了不超过

10 时的临界值），可以查该表获得检验的临界值.需要注意的是表中的秩和是样本容量比较小
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的那一组样本的秩和.因此，当两组样本的容量不等时，应取容量小的那一组样本对应的秩和

作为检验统计量. 附表 7 给出了显著性水平为 Q 的左边临界值。1一的 由于当原假设外 为

真时，w 的分布对称，对称中心为 n2（n+ l）/2. 因此，有了显著性水平为 q 的左边临界值

ci—。之后，根据W 的对称性，可以求得显著性水平为 Q的右边临界值

Ca = 几2(k +1)— Q—

当场 > 20 时，我们可以利用W 的渐近分布近似计算威尔科克森秩和检验的

显著性水平为 a 的临界值.当样本量充分大时，可以证明在 6 = 0时有

(n+ 1)九1九2n2(n+1)WY-
2 12

近似�N（0,l）,

利用该极限分布我们可以做大样本检验.

例9.10 为观察两个连锁店的客流量是否有显著差异，调查得到如下数据（人数/天）:

试用秩和检验方法检验两个店的客流量是否有显著差异（a = 0.05）

分店 1 235 260 286 197 225 246 250 221 267

分店 2 273 187 230 276 260 220

解 问是否有差异，这是一个双侧检验问题：

:0 = 0» Hi:9 决 0,

先把所有数据按从小到大的顺序排列如下：

秩 人数 来自分店 秩 人数 来自分店 秩 人数 来自分店

1 187 2 6 230 2 10.5 260 2

2 197 1 7 235 1 12 267 1

3 220 2 8 246 1 13 273 2

4 221 1 9 250 1 14 276 2

5 225 1 10.5 260 1 15 286 1

分店 2的样本秩和为 1+3+6+ 10.5+13+14 = 47.5（相同值的秩取它们秩的平均值作
为它们的秩），查威尔科克森秩和检验临界值表，取 a = 0.05,（9,6）对应的一对数为 31,65,由

于 31< 47.5 < 65,因此不能拒绝 用，即有 95% 的把握说没有证据表明两个分店的人流量有

差异.

例 9.11 考虑某企业对员工两种培训方式有无区别，把被培训的员工分为两组，分别用不

同的方式培训I,结果如下（完成半成品件数/h）：
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甲方法 17 18 15 18 16 12 19 21 22 25 23 16 14 10 20

18 20 16 14 13 12 11 16 17 20 15 14 14 13 12
乙方法

15 18 17 14 12 11

问两种培训方式有无差异？（a = 0.01 和 a = 0.05）

解 这是一个双侧检验问题，

%：e = o6H1 ：”
o,

使用样本量小的甲方法作为 Y 样本，这里 ni = 21,n2 = 15,n = w +z.由于样本量较大

（肌 20）,可以用大样本威尔科克森秩和统计量来检验.把合样本从小到大重新排列，可以计

算得到 Y 样本秩和 WY = 347.5,以及

（几+ 1）九1几2
12

哈吟J

15(21 + 15+ 1) / /(21 +15+1)x21x15347.5
2 / V 12

= 2.246 1,

因为 1.96 = 孙.025 2.246 1 饮）.oo5 = 2.58,所以在水平 a = 0.05 下拒绝％,在水平

a = 0.01 下不能拒绝外，即我们有 95% 的把握说两种培训方式有差异，但是没有 99% 的把

握说两者有差异. 口

9.3 符号检验

符号检验是根据一对数据差的正负号来检验两个总体位置参数之间是否有差异. 要处理

的问题也可以说是一种成对比较问题，例如在前几节讨论两个正态总体均值的成对比较问题.

可以用成对比较的前提是一对数据的差有一个明确的值，第二是数据差构成的虚拟总体服从

正态分布. 如果只能得到一对数据之间一个比另一个好或无法区别，无法得到较为可靠的数

值，或者数据差不是正态分布，就无法用 t检验了.本小节从另一个角度来考虑这类数据. 先

用一个例子来说明问题.

有两种品牌的啤酒 A 和 8,为了比较哪一种比较适合某种人群的年轻人，随机选取了 n

个啤酒爱好者，每个爱好者品尝啤酒 a 和 6各一份，先后顺序是随机的.然后请他们打分或
说出自己更喜爱哪一种啤酒. 这里每一位啤酒爱好者对两种啤酒的打分构成了一对可以比较

的数据.如果认为打分比较可靠,那么可以用成对比较检验来处理（当然 n较小时要假定分数

之差构成的虚拟总体为正态分布）. 如果认为这样的打分不一定可靠（例如分数可以打 1-10

分，一种啤酒打了 5 分，另一种打了 8 分，其实自己也说不清为什么多 3 分而不是 4 分），但

329



第九章 非参数假设检验

是能判断哪一种更适合自己. 设民 表示第 i个人对两种品牌啤酒的评价，其中 & 是一个符

号，表示
+, 4比6好

St= < 石比力好， e = 1,2,���，％ (9.12)

、 0, 都很好，

则这些爱好者的品尝结果可以化为 n 个符号 …，Sw 如果这两种啤酒都适合年轻人,

那么可以设原假设为

Ho：啤酒 4 与 B都适合这个人群中的年轻人，

用这列符号 Si,S2,…，Sn 来检验外 是否成立的检验称为符号检验.具体做法为：令馆是

Si,S2,…，S0 中不为 0 的个数,S# 为 Si, S2,…，S九中“+”号个数.当原假设办成立时,

即两种啤酒都适合该人群中的年轻人，则每人都以相同的概率 1/2 取“+”号与 ”号，因

此S/ ~ B(m,l/2). 在原假设成立时，S+ 应接近 m/2, 故可选取适当的常数 C, 使得

当 |S+ -m/2| C 时，不能拒绝用,否则拒绝办. (9.13)

为确定常数 C, 对给定的检验水平 必 要求出临界值 C, 使得

P(|S+ -m/2| >C)

由于二项分布只能取有限个整值，因此一般不能针对给定的检验水平 q 定出临界值，使得该

检验犯第一类错误的概率恰为 必 故更常用的方法是计算 p值.在 X B(m,1/2) 时,p 值定

义如下：

p= P(X ")+ P(X≥m-/),

其中 xf = min{S+Jm — S、}.
符号检验方法的优点在于一是没有任何分布的假定，二是对数据值的精确度要求不高.

在品尝啤酒的例子中，设k = 22,n = 20,S在 = 14,V = min(14,20 — 14}= 6,可以算得

p 值 = 2P(X 6)= 2 x 0.057 66 = 0.115 32.

注 (1)威尔科克森秩和检验仅仅用了 y 样本的秩，而符号检验仅用了符号，如果把两者
有机结合就构成了威尔科克森符号秩和检验.这里不再叙述了.

(2) 一般而言，用样本秩的统计量来检验都是很直观和容易操作的. 在小样本场合，用初

等方法可以得到相应的概率，从而得出临界值.在大样本场合，理论上的推导较为复杂.
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9.4 其他非参数检验概述

有关总体分布的检验方法，除了上述的拟合优度检验方法外，还有其他的方法，如科尔莫

戈罗夫引入的科尔莫戈罗夫检验和苏联数学家斯米尔诺夫（Nikolai Smirnov, 1900—1966）引
入的斯米尔诺夫检验,两者合并简称为 K-S检验;还有关于正态假设检验等.我们这里仅仅写
出有关定理，不再做进一步的讨论了.

9.4.1 科尔莫戈罗夫检验

设（X1,X2,���，X"）是从总体 F 中抽取的一个样本，由此构造的经验分布函数记为

片（名）（见（5.8）式）.检验问题为

Ho: =阳乃,

其中瓦3）是一个完全已知的分布.令检验统计量为

Dn = sup |乙（c）-及（城.
—OO<X<OQ

由于经验分布函数 得q）4fq）（对一切 6），所以原假设成立时，k（m -瓦（2）也很小，从而

Dn 可以作为检验统计量.特别地，我们有

定理 9.3 科尔莫戈罗夫检验

如果理论分布 此（7）在 股 上连续，那么在原假设外 成立时有
8

£ (-l)%xp{-2廿川},
k=—oo

0,

力 0,

0.
(9.14)

0

定义临界值 Dn,。为满足下式的数:

P{Dn>Dn,a\H^= a, （9.15）

由定理 9.3 知，当 n 较大时，可以近似决定检验的临界值 0%。= g/6，其中 如 满足

K（g）= 1 — q.当0 。九,0 时，拒绝办.这就是科尔莫戈罗夫检验.

皮尔逊 x2 检验与科尔莫戈罗夫检验的比较：大体上可以这样说，在总体 X 为一维且理
论分布为完全已知的连续分布时，科尔莫戈罗夫检验优于 X2 检验. 这是因为： X2 统计量
之值依赖于把（-00,00）分为 k 个区间的具体分法，包括 k 的选取和区间的位置，而距离 Dn
则没有这个依赖性；（ii）一般说来科尔莫戈罗夫检验鉴别力强. 也就是说，在 此 不是总体 X

的分布时，用科尔莫戈罗夫检验较容易发现.

另一方面，皮尔逊 X2 检验也有它的优点： 当总体 X 是多维时，处理方法与一维一样,

极限分布的形式也与维数无关；（ii）尤其重要的是，对于理论分布包含未知参数时，X2 检验容
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易处理，但科尔莫戈罗夫检验处理起来很难.

9.4.2 斯米尔诺夫检验

斯米尔诺夫讨论了两个总体 x,y的连续分布员,另是否相同的问题.即检验问题为

为:Fi（力）=豆3,—8<x<（X）, （9.16）

设（X1,X2,…， 和（x,%…，%）分别是从总体 X 和 Y 中抽取的样本，外馆 和 F2n

为对应的经验分布函数，当原假设 为 成立时，F1,凡 对应的经验分布函数也应该比较接近,

定义如下两个统计量：

斯米尔诺夫证明了下述结果:

在原假设（9.16）成立的条件下，有

mn
=(1 -exp{-2«})/Q〉o),m+ n

其中 KQ）与（9.14）式相同.

定理 9.4 斯米尔诺夫检验

Dmn < 力

Dmn

Dmn^x

%

lim P
m—>oo
n—>oo

lim P
7nT8
n—>oo

sup (FlmQ)- F2n(^)),
—8<iE<OO

Sup \Flm(x)-另九⑺ I，
-8</<8

对检验问题（9.16）,取双侧检验统计量 Dmn,当 Dmn > Dmn.a 时，拒绝岛，其中临界值

其中如 满足 K（g）=1 — a.当检验问题为

Ho:玛⑺ 凡⑺》Hi:且⑺ > F2（x）,—oo < < oo

时，取单侧检验统计量 D+n,则当 D+n > D+n.a 时，拒绝外,其中D^.由定理 9.4 第一

个结论和 a 易知为 ^/―（m+ n）lna/（2mn）.
以上两种检验对总体分布形式没有要求.但在实际中经常会遇到总体是否为正态分布的

问题，由于以上两种检验不是针对正态分布的，而是普适的，所以检验的效率就不是很高（没

有利用原假设成立时分布有正态性）. 针对正态分布可以构造检验功效较高的检验方法，如基

于次序统计量的夏皮洛-威尔克检验（Shapiro-Wilk 检验，适用于 3 九 50）,简称 SW 检

验和 D 检验（DAgostino 检验，适用于 n > 50）,下面的扩展阅读对此问题进行了简单介绍,

感兴趣的读者可以进一步参见有关的参考书.
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9.5 扩展阅读：正态性检验

很多统计模型里都有假定某个总体服从正态分布，这主要有两个原因：一是在实际问

题中的大多数连续型总体的确服从或近似服从正态分布;二是因为正态分布有许多良好的

性质，在理论上处理起来比较容易 但是，这种假定也会造成一些统计理论结果的滥用，因

为在实际应用中是否满足“总体具有正态性”这一前提往往被忽视了. 特别地，当统计模

型需要这一前提而实际总体根本就不满足正态假定时，直接简单地套用理论结果就会造成

一定的偏差，甚至由此得到的统计结论实际上是无效的.

由上可知，当应用统计学理论时，如果统计模型中有正态假定，那么一个应有的步骤就是

利用观测数据检验相应总体是否服从正态分布，这种检验也一般就称为正态性检验.比如，在

很多统计模型里都要求随机误差具有正态性，我们就需要对残差进行正态性检验. 正态性检

验通常可表述为

Ho :总体服从正态分布分 Hi ：总体不服从正态分布.

我们已经知道，正态性检验可以通过区间分划的方式进行分组从而可以转化成离散型总

体分布的拟合优度 f 检验问题.但由于区间分划的方式很难有一个统一的标准，这种方法在

实际中并不常用.实际上，基于正态分布在统计学中的重要性，发展出来的正态性检验方法非

常多，下面我们来简要地介绍一下其中一些常见的方法.这些方法通常可以归为两大类.第一

类是定性检验法，通过图的方式直观判断；第二类是定量检验法，通过寻找合适的统计量来进

行检验.

9.5.1 定性检验法

定性检验法的思想比较简单，就是通过图示来比较样本和正态总体之间的差异来判断样

本是否来自正态总体.这种方法的优点是简单易行，但缺点就是非常依赖人的主观判断.这里

的图主要指直方图、Q- Q图、P- P图、茎叶图和箱线图，早期还有正态概率纸法，我们主

要介绍前两者.

1. 直方图

根据正态分布密度函数曲线为钟形的特点，我们知道如果样本数据来自一正态总体且样

本容量不太小的话，那么它应该满足 .中间大，两头小”的特点，从而其直方图应为单峰且对

称.根据此特征，我们就可以通过直观的方式来做出判断.如果直方图不是单峰的或者明显不

够对称，我们即不能认为是正态的.在一些统计软件中，还可以通过计算样本均值了和样本方

差 s2, 从而显示正态分布 N（应 s2）的密度函数图像.这样我们还可以通过比较直方图的轮廓
和该函数图像的吻合情况来进行直观判断，即吻合得比较好则认为是正态的. 图 9.1 展示了

2011 年 169名高尔夫球员的上球道率和收入的直方图和拟合的正态曲线.
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(b) 收入

-3 -2 -1 0 1 2

假定正态总体的分位数/%
(a) 上球道率

图 9.2 上球道率和收入数据 Q — Q 图

显然，上球道率数据的经验分位数和正态分布的理论分位数较好的成直线关系，而收入

数据的经验分位数和正态分布的理论分位数在两头偏离直线关系较远，超出了逐点置信区间

的范围.

上球道率/% 收入/美元
(b)

图 9.1 2011 年高尔夫球员的上球道率和收入数据直方图

从图上容易看出，上球道率数据近似于服从正态分布，而收入数据呈现右偏形状，与正态

分布密度函数形状差异明显.

2.Q-Q 图

Q-Q图中的Q是指分位数 (Quantile),其原理是：如果样本数据来自一正态总体，那么

假定的正态总体 N(双 52)的分位数与样本数据的经验分位数会基本一致.Q-Q 图实际上就

是一个散点图，其纵坐标为实际样本数据的分位数，横坐标为假定正态总体的分位数.如果假

定正态总体的分位数和样本分位数基本一致，那么图中所有的点应该都在一条直线上；如果

差别大，就会偏离直线比较远.因此，从 Q-Q 图判断正态性的原则就是：如果图中的点大致

呈一条从左下至右上的直线，那么可以认为是正态的.图 9.2 展示了上球道率和收入的 Q-Q

图及其逐点置信区间.
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9.5.2 定量检验法

在使用上述定性检验法时,样本数据与正态分布吻合得很好或者非常不好时,我们能很轻

松地做出决定.但有时也会遇上模棱两可的状况，这时使用定量检验法来做出判断则显得更

为合理.

定量检验法都是基于正态分布的性质来构造合适的统计量，然后通过其在原假设 Ho 成

立条件下的理论分布得出相应的拒绝域. 根据构造统计量的思想又可以分为两大类：一类是

基于峰度和偏度，另一类是基于拟合优度.

1. 偏度和峰度

总体 X 的偏度和峰度即其标准化后的三阶和四阶中心矩，若其存在，则可分别表示为

偏度为=石〕5^s『 峰度为T7]4

直观上说，偏度反映分布形状是否对称；峰度则反映了分布形状是平坦还是尖峰.容易证

明，正态分布的偏度为 0,峰度为 3,且与期望和方差无关. 这里也顺便指出，在有些定义中,

峰度在上述基础上减去 3,从而使得正态分布的峰度也为 0. 如果一个总体的偏度大于 0,那

么称其为右偏的（或正偏的），反之，如果偏度小于 0,那么称为左偏的（或负偏的）；如果一个

总体的峰度大于 3,那么称其为尖的，反之，如果峰度小于 3,那么称为平坦的. 这就是说，通

过偏度和峰度可以分别从左右和上下两个维度来判断总体分布是否为正态的.

设的收2,•・�e九 为来自某总体 X 的一组简单随机样本，且记其样本 k 阶中心矩为

mk
1

九

= ~e(g -球,
e=1

则这组样本的偏度和峰度分别为

7724

当总体 X 服从正态分布时，31 和质的值则应分别在 0 和 3附近,这为我们进行正态性检验

提供了依据.特别地,在原假设外 成立的条件下，我们可以证明检验统计量

2最和自

的极限分布均为标准正态分布. 由此我们不难构造相应的拒绝域. 为了结合偏度和峰度两个

维度，我们还可以构造检验统计量

t=髀+依一3)2].
可以验证，当样本容量 n 充分大时，6渐近服从自由度为 2的 f 分布.
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2.拟合优度

2

印=

其中系数 创 定义为

目前大多数统计软件常用的定量正态性检验方法都属于拟合优度假设检验，基本思想都

是通过构造统计量来衡量样本与正态总体之间的差异程度,但与引言中所提到的X2 检验有所
不同，主要有 Shapiro-Wilk (SW) 检验、Kolmogorov-Smirnov (KS) 检验和 Anderson-Darling

(AD) 检验等方法.
SW 检验的思想基于次序统计量，需将样本按从小到大排列以构造统计量，

(01, . • • ,
mTV-1
尸何'

这里向量 m = • • • ,mn)T 为几个 i.i.d. 标准正态分布随机变量的次序统计量的期望,

V 为它们的协方差矩阵. SW 检验的临界值通过蒙特卡洛模拟方法得到. SW 检验最初只用于

样本容量在 3- 50 的情形，后来经过多次改进，才适用于样本容量为 5 000 以内的情形。故可
以说这种检验方法比较适合样本量比较小的情形.研究表明，对样本量不超过 2 000 时t SW 检

验具有比 KS 检验和 AD 检验更高的功效.因此 SW 检验可作为首选正态性检验方法.

当样本容量比较大时，KS 检验和 AD 检验都比较适合.他们的思想都基于样本的经
验分布函数，通过该函数与目标正态分布函数(即对应的期望和方差分别用样本均值和样

本方差来代替) 之间的差异来构造检验统计量. 如果二者的差异比较小，那么说明样本数

据的分布接近正态分布,从而可以认为其服从正态分布；如果差别比较大,那么说明样本数

据可能不服从正态分布.但一般情况下，AD 检验的功效比较大，从而比 KS 检验更容易检
测出对正态总体的偏离.此外,KS检验和 AD 检验还可以适用于其他总体的检验(如指数
总体等).

对上球道率数据，SW 检验的 p 值为 0.938 4,表明支持正态分布的原假设证据强烈. 而

对收入数据,p 值几乎为 0,表明强烈否定正态性假设. 类似可得到 AD 检验方法对上球道率
数据正态性检验的 p值为 0.809 4,收入数据的正态性检验 p值小于 2.2 x 10-16.而 KS 检验
方法对上球道率数据正态性检验的 p 值为 0.981, 收入数据的正态性检验 p 值为 1.1 x 10-4.
使用 R 软件计算得到：

tRahman M M, Govidarajulu Z. A modification of the test of Shapiro and Wilk for normality. Journal of
Applied Statistics, 1997, 24 (2): 219-236.

*Royston P. Approximating the Shapiro-Wilk W-test for non-normality. Statistics and Computing, 1992, 2
(3): 117-119.
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Shapiro-Wilk normality test
data: golf$DACC
W = 0.99605, p-value = 0.9384

Shapiro-Wilk normality test
data: golf$EARNINGS
W = 0.82415, p-value = 5.411e-13

除了以上正态性检验方法之外，还有 Cramer-von Mises检验、Lilliefors检验、Ryan-Joiner
检验和 Shapiro-Francia 检验等，这里就不再一一介绍了. 在应用中，需要通过结合多种方法
判断正态性假设的合理性.

府 实验 扫描实验 30 的二维码进行正态性评估的模拟实验，对比不同数据评估正态性的图形工

具和假设检验方法.

本章总结

实验30 正态性评
估

非参数检验方法

位置参数的检验
威尔科克森秩和检验

｛符号检验

拟合优度检验

分布的检验

其他检验方法
科尔莫戈罗夫检验

（斯米尔诺夫检验

图 9.3 第九章知识点结构图

重点概念总结

非参数检验是统计中常用的检验方

法，这儿仅仅对最常见的皮尔逊 %2
检验、符号检验和威尔柯克逊秩和

检验等几种方法进行了简单介绍，也

提到了金融中常用的 K-S 检验. 更
多的非参数检验方法可以参见各种

非参数检验的书和文献，如《实用

非参数统计》（CONOVER,2006）,

关于用样本秩进行统计推断可以参

见《基于秩的统计推断》（海特曼斯

波格，1995）.

关于齐一性检验，只要注意到此时行

和 rii 不是随机的即可，方法与列联

表独立性检验没有区别.此方法本质

上是检验条件分布是否相同的问题,

在实际中有许多应用.

非参数检验的特点是理论很难，但是

应用非常方便.
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习 题

1. 为检验吸烟与患慢性气管炎有无关系，随机调查了 339 人，其中 205 名吸烟者中

有 43 人患慢性气管炎，在 134 名不吸烟者中有 13 人患慢性气管炎.问在显著水

平 0.05 下数据是否支持“吸烟者患慢性气管炎的比例较高”这个结论？

2. 为确定某种肥料的效果，取 1 000 株植物做试验.在没有施肥的 100 株植物中，有 53 株

长势良好,在已施肥的 900株中，则有 783株长势良好.问施肥的效果是否显著( a=0.01 )?

3. 一农场半年前在一鱼塘中按比例 20 :15:40 : 25 投放了四种鱼：能鱼、妒鱼、竹夹鱼

和鱼占鱼的鱼苗，现在在鱼塘里获得一个样本如下：

序号 1 2 3 4

种类 处鱼 妒鱼 竹夹鱼 鱼占鱼

数量/条 132 100 200 168

试取 q= 0.05, 检验各类鱼数量的比例较半年前是否有显著的改变.

4. 对截至目前一共 44 位美国总统的星座进行分析，发现天蝎座和水瓶座各有 5 人，双

子座和射手座各有 3 人，处女座和白羊座各有 2 人，而其余六个星座均有 4 人. 于是

有人宣称有些星座擅长当美国总统，而有些星座则不擅长. 结合你所学的知识，说明该

说法是否有统计学上的依据？(显著性水平取 o = 0.05 )

5. 某媒体用抽样调查来确定人们如何利用他们的空闲时间. 男性和女性都选择看电视为
最普遍的活动.调查结果如下表所示：

性别 样本容量 选择看电视人数

男性 800 248

女性 600 156

(1) 陈述一个假设，该假设可用于检验选择看电视作为最普遍活动男性比率和女性比率

之间的差异.

(2)选择看电视作为最普遍活动的男性样本比率是多少？相应的女性样本比率是多少？

(3)进行假设检验并计算 p值.在显著性水平 a = 0.05 下，你的结论如何？

(4)总体比率之差的 95% 置信区间估计是什么？

6. 袋中装有 8 个球,其中红球数未知.在其中任取 3个,记录红球的个数 X,然后放回.再

任取 3 个，记录红球的个数，然后放回.如此重复进行 112 次，得到结果如下：

X 0 1 2 3

出现次数 1 31 55 25
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试在 q= 0.05水平下检验假设班：红球的个数为 5.

7.摩尔根的果蝇实验用来检验孟德尔第二定律（自由组合定律）是否成立.在该定律成立的条

件下，果蝇眼睛的颜色（红-A,紫-a）和翅膀的长度（长-B,短-b）应该是独立遗传的，即有

4 种组合（AB,Ab,aB,ab）应该是等可能的（概率各为 0.25）. 摩尔根观察到的 4 种组合

的计数分别为 1 339,151,154,1 195（总数 几 = 2 839）. 试检验孟德尔第二定律是否成立.

8.* 研究小牛在出生后 60 天内第一次患肺炎并恢复后再次患肺炎的概率是否和初发一样.

共检查了 156 头小牛，有 30 头患肺炎了 2 次，63头只患肺炎一次，63 头一次也没患肺

炎.试问小牛两次患病的概率是否一致？

9.为了研究蜗牛的种类是否与其生活的珊瑚礁种类有关，选取了 3 种珊瑚礁作为检验样

本，记为 I, H, 记录下 4和5 两种蜗牛分别在 3 种珊瑚礁中生存的数目，得到如

下数据.试问 4和 6两种蜗牛的分布是否在 3种珊瑚礁中都是一样的（a = 0.05）?

I n m 合计

A 6 8 14 28

B 7 21 5 33

合计 13 29 19 61

10. 有甲、乙、丙三个工厂生产同一种产品. 产品分一，二，三三个等级（分别代表高、中、

低）. 为考察各工厂产品质量是否一致，从这三个工厂中分别随机抽出产品若干件，每件

鉴定其质量等级，结果如下：

等级
工厂

甲 乙 丙

— 58 38 30

二 40 44 35

三 11 18 26

试在显著性水平 0.05 下检验假设：各工厂产品质量一致.若不一致，试问哪个厂产品质

量较优？哪个厂的产品质量较劣？请说明理由.

11.某工厂为了了解白班和夜班生产的产品合格率是否有差异，进行调查得到如下数据：

合格 不合格

白班 232 19

夜班 54 18
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试据此判断,产品合格率是否与班次有关 ( Q = 0.05 )?

12. 为了解男性和女性对三种类型的啤酒：淡啤酒、普通啤酒和黑啤酒的偏好有没有差异,

分别调查了 180 位男性和 120 位女性的喜好，得如下数据：

淡啤酒 普通啤酒 黑啤酒

男性 49 31 100

女性 51 20 49

请问男性和女性对这三种类型的啤酒的偏好有显著差异吗 ( a = 0.05 )?

13. 检查一本书的 150 页，记录各页中印刷错误的个数，其结果为

错误的个数 fi 0 1 2 3 4 5 6 》7

含 力 个错误的页数 86 40 19 2 0 2 1 0

试在显著性水平 0.05下检验假设为 :每页上的印刷错误个数服从泊松分布.

14. 下表给出了从某大学一年级学生中随机抽取的 200 个学生的某次数学考试成绩:

分数 [20,30] (30,40] (40,50] (50,60] (60,70] (70,80] (80,90] (90,100]

学生数 5 15 30 51 60 23 10 6

试在显著性水平 0.05下检验成绩是否服从正态分布 N(60, 152).
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学习目标

理解相关系数的概念和它的应用

掌握在不同数据类型下求相关系数的方法

掌握求线性回归系数的最小二乘法，理解回归系数、截距和误差方差大小的统计

意义，并能在实际问题中解释回归系数和截距的含义

理解当误差为不相关的正态随机变量条件下回归系数最小二乘估计的性质，并在

具体问题中对回归系数作假设检验

掌握线性模型的预测

了解有关回归诊断的思想

在现实生活中，变量之间存在着某种关系.一种是确定性的关系，如物理中的 F = ma.
数学中边长为 a 的正方形面积 S= q2；另一种是变量之间有关系但不是确定的，如一个人的

身高和体重之间的关系. 一般而言，身材高的人体重也较重，但是会有身高体轻的人，也会有

身材矮小但体重较重的人. 生活中商品的价格和销售量之间有关系但也不是确定的关系. 我

们把这种关系称为相关关系. 如何研究这类相关关系？一种方法称为相关分析 (correlation
analysis), 它致力于寻求一些数量指标，以刻画有关变量之间关系深浅的程度；另一种方法称
为回归分析 (regression analysis), 它着重寻求变量之间近似的函数关系. 还有一种称为方差
分析 (analysis ofvarince,简称 ANOVA),它考虑一个或一些变量对某一特定变量的影响有无
及大小，由于其方法是基于样本方差的分解，故得名. 本书仅对前两者进行简单讨论，后者可

参见有关方差分析的著作.

回归分析是数理统计学的一个很大也很重要的分支，它主要研究如何运用统计方法 (及

观测资料)将这种相关关系(近似地)揭示出来,并利用它来进行估计、预测、控制或对生产和

实践活动具有指导意义的分析，因此它是一个实用性很强的统计方法，同时其理论也非常丰富

和深刻. 特别是其中的线性回归部分，是最基本也是应用最多的，理论也非常深刻和完备，因

而成为回归分析的重要组成部分.

在本章中，我们将介绍相关分析和回归分析的一些基本概念，以及线性回归的一些基本

方法.



第十章 相关分析和回归分析

10.1 相关分析

在许多场合下,我们经常需要研究一些事物之间的关系,如何从定量角度来研究就归结为

某些变量之间关系的研究.相关分析就是研究变量 X,y 之间的相互关系，我们常常遇到的因

果关系是其中一种，但绝对不是全部. 例如，调查发现某个人旅游和网购消费量之间有关系,

一般多呈现正相关，但是这两者之间没有因果关系. 在美国持枪人数和枪杀事件数量也是正

相关，但是也没有得出其中谁是因，谁是果. 如何研究变量之间的这种关系？在相关分析中,

首先要定义什么是“相关”，然后研究变量之间相关的程度.“相关”的定义与变量的种类有

关.所以首先要对数据分类.

在大类上我们可以按其取值满足的运算性质把数据分为两大类：定性数据和定量数据.

1. 定性数据 (nominal data)又称分类数据 (Categorical Data),用数字表示人群或事物的

类别属性，例如，调查人群中有企业员工、教师、公务员和医务人员，我们可以用 1,2,3,4 分别表

示这 4 个不同的人群，这些数字没有大小关系，仅仅是某个人群的一个符号.定性数据仅能计数.

2.定量数据，数据有量的概念，有大小之分别.可以再细分为：

有序数据 (ordinal data),它们之间有大小顺序，但是没有大多少的概念 例如，服务

满意度分为 5 档，最不满意为 1,最满意为 5,则 5 > 4> 3〉2〉1,即数字越大，服务满意度

越高，但是它们的差没有意义，不能由于 5 - 4 = 1,4 - 3 = 1,就认为最满意与满意之间的差
别等价于满意与一般之间的差别. 由此可知有序数据的均值和标准差都是没有意义的. 有序

数据可以进行计数和比较大小.

(2)间隔数据 (interval data),数据之间不仅有大小顺序关系的差别，还可以用确切的数

值反映两者之间在量方面的差别. 两个相邻间隔数据之差总是相同的，数值 0 在其中没有实

际意义. 例如，温度数据是间隔数据，100 度和 90 度之间的差与 60 度和 50 度之间的差是一

样的.海拔高度也是间隔数据.间隔数据可以计数，比较大小和加减运算.

(3)比例数据 (ratio data),这类数据就是我们平常讲的数据，它们有绝对的零点，即数值

0 有实际意义.如身高、体重、产品直径、时间、距离等. 这是最高级别的数据，可以进行所

有算术运算.

定量数据也可以按数据取值是否为离散和连续来划分,例如计数数据是离散数据，时间和

距离等为连续数据.通常，钱也按连续数据处理(考虑到利率).

10.1.1 比例数据的相关系数

1. 皮尔逊相关系数

对变量 x,y观测到几对数据 31,组)，(g42),・・・，(％小外)，则变量 x,y的皮尔逊相关
系数 r 定义为
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r =

若记

z=i ，=i

则 r 可以写为

r =

由定义，皮尔逊相关系数即为（5.6）式定义的样本相关系数，它没有量纲.

g=1
n

SXy = e（g -初（物 一歹）=E3% - 八了 亏,

S"=E(w 一歹)2 =1成一砌2,

Sxx =〉］(& — )2
2=1
n

e=1
71

e* 一位
2

e=1
71

ri n n

n^Xiyi -

S*y
\ 'SxxSyy

(10.1)

(10.2)

(10.3)

(10.4)

注（1）皮尔逊相关系数 r 的几何意义：如果把（21,62,…e九）和（41,92,…，%1）视为
及九 中的两个向量，那么皮尔逊相关系数 r就是这两个向量中心化后夹角的余弦.所以 |r| 1,

r 能反映出两个向量线性相关的程度，但是不能反映它们之间的非线性关系.

（2）即使 x,y之间有因果关系，但是 x,y之间的相关系数与 y.x 之间的相关系数是一
回事，即它不能反映变量 x,y 之间的因果关系.

（3）r = 0 表示线性不相关，或称为两者垂直；一1 v r V 0 称为负相关；0 < r <1 称为

正相关；|『| =1表示两个变量之间有严格的线性关系.

（4）如果把 x,y 视为两个随机变量，那么在第四章中我们知道 x,y 之间的相关系数 p

是在函数空间 £ 中 X,y 夹角的余弦，而 r 可以看作对应的样本相关系数（即为 p的估计）,

它是欧氏空间 Rn 中两个中心化样本向量夹角的余弦.

血.实验扫描实验 31的二维码进行相关性分析的模拟实验，观察不同变量的散点图与相关系数.

如果把这 n 个点标在坐标纸上，称为散点图.图 10.1是两个变量 100 个观测点绘制的散

点图.皮尔逊相关系数『在每个子图标题上给出.可以看出，|『| 越大，x 和 y 之间线性相关
程度越高.图 10.1中（a）、（d）和（e）的数据看不出有明显线性关系，（b）和（c）表现出明显 回国源

正线性关系，（f）和（g）表现出明显负线性关系.而（h）则表现出抛物型曲线关系.
析

在图 10.1中，皮尔逊相关系数 r表示这些数据的拟合直线与I轴夹角的余弦「1<r<0

表示两个变量呈负线性关系，0 < / <1表示两个变量呈正线性关系,r = 0表示没有两个变量

线性关系.根据『值的大小可以将两个变量 X,Y 线性相关的程度分为不同的等级（表 10.1）:
实际上,图 10.1（a） （g）依次展示的是二元正态分布（X,Y）~N（0,0,1,1,p）在相关系
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第十章 相关分析和回归分析

数 p = 0.2, 0.5, 0.95, 0,-0.2, -0.5, -0.95 时一组容量为 100 的随机样本散点图. 而 (h)展

示了当 y = cos(X),X N(0,l)时一组容量为 100 的随机样本散点图.此时，Y 与 X 之间

具有严格的非线性函数关系，但是皮尔逊相关系数未能度量出此关系.因此，皮尔逊线性相关

系数并不能反映出两个变量的某种非线性的函数关系.

(a) r=0.28 (b)『=0.54

p=—0.5p=0
2 8

1

6 o

3

0—22

O o

o° o
°o o
OQ) O

6 0

¬ o

°o8o
Po

。髀
骸。。

O ,
-1 0

X

图 10.1 不同皮尔逊相关系数下的散点图

表 10.1 皮尔逊相关系数大小与线性相关程度

r 变量 线性相关程度

|r|< 0.3 很弱，或不(线性)相关

0.3 |r|< 0.5 低度线性相关

0.5 |r|< 0.8 中度线性相关

0.8 |r|< 1 高度线性相关
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10.1 相关分析

在实际问题中，一定要作散点图，这样才能看出两个变量之间有无线性关系. 另外，相关

系数容易受个别极端值的影响，所以在计算相关系数前要对数据作预处理.

例10.1 某公司三年的季度销售额与广告费有如下数据（单位：万元）：

年.季度 1.1 1.2 1.3 1.4 2.1 2.2 2.3 2.4 3.1 3.2 3.3

销售额/万元 688 156 234 574 702 140 220 596 735 128 255

广告费/万元 35 24 24 35 38 26 26 40 40 26 26

求销售额与广告费之间的相关系数并作解释.

解 作销售额与广告费的散点图如图 10.2 所示.由公式（10.1）,可以算得两者之间的皮尔

逊相关系数 r = 0.946 8,即得到图 10.2 中虚线的斜率.由此知：

（1）销售额与广告费正相关，即广告费越多，则销售额也越大；

（2）虽然销售额与广告费之间没有严格的线性关系，但 r = 0.948 6 表明两者高度相关.

产 称为决定系数或者判定系数（coefficient of determination）,它反映了由于相关关系，g的变

化可以用 力 的变化来解释的百分比，这里 产 y 0.899 8,故销售额变化中的约 90% 可以用广

告费的变化来解释，而其余的 10% 要用其他的变量变化来解释. 口

2. 可以转换为线性关系的非线性相关的刻画

在许多场合，两个变量之间没有线性关系，但可能有某种近似的函数关系，如图 10.3 所示,
数据大体在某条指数曲线附近. 如果对 y 的值取对数，那么数据 ，几会

散落在某条直线附近，即变量 eIng 可能有较强的线性关系，由此可以算出它们的相关系数『（）.

反之，如果 x^y 有较强的线性关系（即 |『。| 较大），那么意味着 y 与上 有较强的指数关系.

销售额/
万元八

800-

700-

600-

500-

400-

300-

200-

100-
20 40 广告费/

万元

图 10.2 销售额与广告费的散点图 图 10.3 g与4 有较强的指数关系

例10.2 某企业表面处理车间试验将含格废水同电解污泥混合,使之生成无毒溶液,一定

浓度的定量含铭废水只有同定量的电解污泥混合才能反应完全. 现在通过试验，找出含铭废

水与电解污泥用量之比值 y 对于含铝废水浓度 仪单位：g/L）之间有如下关系，数据如下：
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序号 含络废水浓度e/(g・L-i) Inx 比值g Ing

1 3 0.477 310 2.491

2 5 0.699 200 2.301

3 10 1.0 100 2.000

4 30 1.477 49 1.690

5 40 1.602 40 1.602

6 50 1.699 32 1.505

7 60 1.778 28 1.447

8 80 1.903 23 1.362

9 100 2.0 16 1.204

10 120 2.079 14 1.146

11 160 2.204 10 1.000

对这批数据，先作散点图，由图 10.4(a) 知我们可以用事函数 y = cxb 来拟合 9与二的函

数关系.作变换 u = Ing"= Ine,

u = In c+她

则变换后％力 有线性关系(图 10.4(b)) 可以算出 力a 的相关系数『0= -0.996 7,这说明变换

后的数据高度相关，即原数据不是线性相关,而是大体分布在易函数曲线 y =以d 附近.

%、

350-

300*
250-

200

150-

100- •
50- ••
0 20 40 60 80 100 120 140 160 %

(a)原数据的散点图

〃(ln亦

2.5- •

2.0- •
1.5- ••• ••1.0- •

0.5-

0^ 5^ L0 L5~2：0 网；)
(b)数据变换后的散点图

图 10.4 含铭废水与电解污泥用量之比与含铭废水浓度的散点图

10.1.2 有序数据的相关系数：肯德尔相关系数

对于有序数据，我们不能用上述的皮尔逊相关系数，因为有序数据的差是没有意义的.有

一种用秩来描述两个有序变量之间相关性的量,称为肯德尔相关系数 (kendall-7).
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10.1 相关分析

设变量 X,y 为有序数据，分别取值为 1,2,…，1和 1,2,…,J.由于相关系数的符号决

定了一个变量随另一个变量变化的方向，所以我们可以考虑事件｛(X1 - X2)(g - B)> 0｝
和｛(% - X2)(h — k) < o｝. 事件｛(Xi - X2)(匕 — B)〉0｝表示变量 x 变大时 y 也

跟着变大，x 变小时 y 也跟着变小，我们把这样的两对变量 (Xi,h),(X2,k)称为同向对.

反之事件｛(Xi - x2)(Yi - k) < 0｝表示变量 y 的变化方向与变量 x 变化方向相反，我
们称 (Xi,k),(X2,k)为异向对. 据此我们定义有序变量 x,y 的相关系数 (肯德尔相关系
数)为

rr(X,Y)=^ i£sgn[(XLM)(K —匕儿 (10.5)

其中

｛
1,>0,

-1, "0,

0, = 0.

如果把变量 X,Y 视为分别取值 1,2,…，1和 1,2,…，J的随机变量,那么可以定义 X,y之

间的相关系数

p「(X,Y)= P((X1 — X2)(匕--)> 0)— P((X1 - X2)(匕 — B)V 0)

其中(X1,H),(X2,K)相互独立.此时肯德尔相关系数可以视为其样本相关系数.

肯德尔相关系数的分子就是同向对个数与异向对个数之差，分母为 n 对数据中任取 2 对

的所有取法.有时候这个比值太小，一个原因是不可区别的对较多(即公式中为 0的项)，所以

分母上也可以考虑去掉这些项，即分母改为

£卜gn[(X,- X,)(K - Yj)]^
i<j

此为修正的肯德尔相关系数，有些地方称为集中系数.

例 10・3 在大学里班主任对学生是否关爱关系到全班学生的学业成绩.为此，对班主任工
作进行考核(院系领导，同事和学生)打分(1-10,分越高,对班主任工作越认可)，然后按综合

分数排序，记为的i2,…，%，同时计算他所带班级中要补考学生占全班学生的百分比，并按

从小到大排序,记为力42,…，% 得到数据(%仍),£ = 1,2,•••,九 其中 g,比 = 1,2,•••,九

设我们有如下数据：

班主任序g 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

不及格率序仍/% 9 5 10 6 11 8 3 1 7 4 2

347



第十章 相关分析和回归分析

试计算两者之间的肯德尔相关系数.

解 计算可得

(『’
sgn[(X£-X/)(--X)>0] = 16,

sgn[(X, — X,)(K -X)< 0] = 39

16 —*X,y)= y-= -0.418 2

上述肯德尔相关系数 = -0.418 2 说明什么？首先，肯德尔相关系数是负数，说明班主任越关

爱学生，不及格学生越少，两者负相关；其次，0.418 2 表示有很强的相关性了. 因为肯德尔相

关系数一般较小，绝对值 0.3以上就表示有很强的相关性了. 口

注 (1)由于比例数据的等级比有序数据高，所以肯德尔相关系数也可以用来描述两个比

例数据之间的相关性，但是精度没有皮尔逊相关系数的高.

(2)相关关系仅仅描述了两个变量之间有关系，但是为什么会有这种关系？是否是因果关

系？相关系数不能回答这些问题.例如，在前面提到，某人旅游和网购消费量之间有正相关关

系，但是两者之间没有因果关系，进一步的研究表明，其实是与收入有关，收入是潜变量，收入

高了，旅游和网购自然会多一点. 有一项医学研究发现，比起中等身高的女性，个子较矮的女

性心脏病发作更多一点，而个子较高的女性心脏病更少一点.但是如果要做出“较矮的女性心

脏病发作的风险较高”这一结论，那么我们首先要能够消除其他变量的影响，如体重和运动习

惯等. 所以注意到相关系数较大时，还要考虑是否有其他变量在左右着两个量的变化，不要轻

易下结论.一些有趣的例子可见《统计学的世界》(穆尔，2003).

(3) 对相关系数的解释要根据具体问题给出. 首先看符号，是正相关还是负相关，其次看

绝对值大小.

10.2 回归分析

10.2.1 一元线性回归模型

在现实生活中，两个或多个变量之间存在着一些联系，但是没有确切到可以严格决定的程

度.例如，支出 y 与收入 x 有关，商品销售量 y 与商品价格 x 有关，玉米亩产量 y 与播种
量 Xi 和施肥量 X2 有关，等等.
通常我们把上面的 y 称为因变量或预报量；x,Xi,X2 等称为自变量或预报因子. 一般,

影响因变量的因素远远不止我们列出的自变量,如在家庭支出和收入关系中，影响因变量支出

y 的因素不仅有收入,还有家庭人口，小孩教育，家庭成员身体健康状况等，这些因素，有些能

348



10.2 回归分析

够控制，有些不能控制，因此所考虑的自变量仅在一定程度上影响了因变量的取值，在我们的

模型中把其余自变量的影响看作随机误差. 因此因变量总被认为是随机变量. 自变量可以是

随机变量，也可以是确定的量，这取决于我们能否控制自变量的取值，如果能控制，那么可以

把自变量视为确定的量.在下面的讨论中，我们把自变量作为确定的量，没有随机性.

视频 扫描视频 27的二维码观看关于回归分析的讲解.

设想因变量 Y的值由两部分组成，一部分由自变量3收2,•・・ ,外 的影响所致，可以表为

g/2,・・・ 的函数 /（3逆2,���，％）, 另一部分是随机误差，记为 e, 因此我们可以建立如 寻
下模型： 视频27 回归分析

y = /01,/2,…，％）+ e, （10.6）

作为随机误差，我们要求

即）= 0, （10.7）

给定自变量（g42,・・・，3）下，因变量 y 的均值为

E（Y|g,力2,… ，％）= /31,劣2,• • • ,%）, （10.8）

函数 /（^1,^2,, ' - 称为 Y 关于 71,优2,• • 的（均值）回归方程.由于在实际生活中，函

数 …也p）的形式一般是不知道的.为了分析y与自变量的出2,…，物的关系，我们

对函数 / 的形式要加限制.其中函数，最简单的形式是自变量的声2,・・・ 的线性函数，即

…，％）= a + H F Bpgp 三 q+0北， （10.9）

其中 /3 =（九02」��，％尸,况= ）T.
首先讨论只有一个自变量的情况.即

Y=a+氏x+e,

E(Y\x)=a+仇劣.

此时 y = a-\- 仇① 称为 y 关于1的回归直线. 设在

况 的不全相同的观测点 …g作独立观测,得

到 Y 的 ri 个观测值 组，外，…，物，记为（0,班）,分 =

1,2,...,n,我们的目的是从这 n 组数据中寻求回归

直线.

作（如仍），分 = 12…，％ 的散点图（图 10.5 ）,

如果 g关于i的回归曲线是直线，那么预测数据｛（外

3）｝应围绕该直线上下波动.即
图 10.5 回归直线散点图

% = Q+仇& +修， ~ 1,2,• • • ,72, (10.10)

其中 E（3 = 0，= 1,2,…，6 则我们需要从 n 组数据 = 1,2，…用得出截距 a
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和斜率a 的估计. 由于自变量可能仅仅是影响因变量 y 的一个因素，为了看出自变量I对
y 值的影响，我们也需要估计误差 e 的方差.

让一条直线通过 几个点e=(3,丁),e = 1,2,… ，以 一般是不可能的,我们自然希望 yi

与该直线上的点 q+为g(拟合值)之间差距越小越好.由图 10.5 看出这等价于 B 与回归直
线上的点 Qi^aA-^ix^之间的距离平方和最小 (这也是当初提出最小二乘法的想法)，即

希望求得 0,为，使得下式最小
n

g(Q,0i) = minE(%-a-0ig)2 (10.11)
i=l

血实验 扫描实验 32 的二维码进行简单线性回归模拟实验，观察不同截距和斜率下残差的变化.

回球回
用二元函数求极值的方法可以得到

爵 一， 3
实验32 简单线性 ^XX
回归 人 ， 、

a=y — (10.13)

其中 sx3sxy 由 (10.2) 式和 (10.3) 式定义. 由此得到的估计量 a,41 称为 o,用 的最小二乘
估计.如果假设误差 ei,e2, • • - ,en i.i.d.

~
7V(0, er2), 那么容易得出 6,质 为 生仇 的最大似然

估计.

例10.4 研究一类家庭的月收入c与月支出 y之间的关系，随机调查了 12 个家庭,数据

如下(单位：元)：

x 1 200 980 1 000 940 1 350 1 150 1 500 1 200 1 300 1 460 1 050 1 250

y. 1 000 850 900 850 1 150 880 1 040 950 1 030 1 100 850 1 000

求 N 与 沙 的回归方程，并加以解释.

解 作散点图 (图 10.6), 可以看出，月收入和月支出呈现线性关系.由公式 (10.2),(10.3),
(10.12)(10.13) 可得

n

Sxx=£（g-初2 = 373 566.666 7,
e=1
n

SXy=£（伤 - 豆）（仍-歹）= 183 333.333 3,
2=1

§ 闻=183 333.333 3

°Sxx
~

373 566.666 7 '
a=y-^= 966.666 7- 0.490 8 x 1 198.333 3 = 378.524 7.

所以回归方程为

y = 378.524 7+ 0.490 8力.

如何解释这个回归方程?
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（1）由图 10.6 知，观测所得到数据在回归直线附

近，且 o Ca < 1,说明这些家庭都是量入为出的理性
家庭.

瓦 = 0.490 8,说明该家庭每多（少）收入 1 元

钱，用于支出就会增加（减少）0.49 元. 由恩格尔系数

（一个家庭购买食品支出占总支出的比例）知，这类人

群大体为温饱型的.

（3）这里的截距 a = 378.524 72 378.52 元可以理

解为维持一个家庭生活的最低要求. 要注意的是：不

是所有的截距都可以解释.

（4）上述方程仅在一定的收入范围内成立，例如，第一有收入，第二收入不高.如果一个家

庭的月收入超过 2 000 元就不一定能用本方程来解释收入支出的关系. 一般而言，每个回归

方程都只能在一定的范围内解释自变量和因变量之间的关系，超过一定的范围解释是无效的.

（5）可以算出自变量和因变量之间的相关系数 r = 0.880 4,这是高度相关，说明月收入和

月支出大体在回归直线附近. 决定系数 r2 2 0.775 2,说明月支出的变化中的 77.5% 可以用

自变量月收入来解释.其他因变量的变化是由其他因素造成的.

（6）在一定的范围内，由回归方程可以预测.例如，设月收入1= 1 800（元），由回归方程

得 g = 378.524 7+ 0.490 8 x 1 800 = 1 261.96（元）. 口

回归分析的方法和“回归”这个名称是英国生物学家、统计学家高尔顿在 1886年左右提

出来的. 大家都会注意到，子女的身高与其父母的身高有关. 高尔顿以父母的平均身高 X 为

自变量，成年子代身高 Y 为因变量（由于女子身高一般低于男子，高尔顿经过计算把女子身

高 xl.08折算为男子身高）.他观测了 205对父母及他们 928个成年子女的身高（女儿身高也

乘以 1.08）,结果发现（X,Y） N（41,42,苏，诚，P）,其中

.1 = 从2= 68.25（英寸）= 174（厘米）,1英寸 = 2.54厘米, 登 = 2吐p = 0.45.

g 关于 c的回归方程为

y - 68.25 = 0.64（a; -68.25）,

因为自变量X 是父母身高的平均，所以父亲身高和调整后母亲身高的方差和子代身高的方差

相同，他们期望相同，都服从相同的总体分布（稳定性），这是客观事实. 因为这里父代身高用

的是父母的平均值，所以公式中父代身高的方差是子代方差的一半.在此条件下，父代身高比

平均值高的，子代身高也比平均值高，但是平均而言，只是父代身高与平均身高之差的 64%.

父代身高比平均值低的，子代身高也比平均值低，但是平均而言，只是平均身高与父代身高之

差的 64%.两者都向平均身高靠拢，这就是回归的意义.
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10.2.2 回归系数最小二乘估计的几何意义

记

g=(g,02,・・・，外产， (10.14)

1= (1J・・・，1产， (10.15)

宓 =(c1,数,��� (10.16)

e = (ei,e2,--- ,en)T, (10.17)

则 (10.10)式可以写为如下的向量形式：

y=al + 01冗 + e =(1/)(：)+ e = Xr/ + e.

这里矩阵 X = (1,比)，向量 松=(Q,明)二

两个 n 维向量 1 和 % 的一切线性组合生成了 股九 的一个 2 维线性子空间，记为 &.则

(10.11) 式可以改写为
71

g(a,01)= min £(坊 — a — 仇费猿 = min \\y — al — 础 (10.18)
2=1

上式就是在子空间 & 中找一个向量，使得 y-al-明纪 的模平方最小. 由线性代数知识,

这个向量就是 y 在子空间 S2 上的投影. 如果向量 线性无关，那么子空间 S2 的投影
阵为

X^X^X^.
所以 g在 S2 上的投影为

X^X^X^y. (10.19)

记

力二［；)T =(xTx)TxT仇
则 g 在 S2 上的投影为

X^X^X^y =»1+ 力2冗 e &•
计算二阶逆矩阵(XTX)t即可得到与公式 (10.12) 相同的表达式，即

人
人/cuq q 人 — 人 — 人

小 =『= %, m=y-小/ = q,
D力力

由此知 a,31 分别是 y 投影员1+小a 的系数.
一般而言，向量1q 不垂直,所以只能写成(XTX)TxTy 如果 S2 中两个向量垂直,那

么。在 S2 上的投影就等于 y 分别在这两个垂直向量上投影之和.
n

记了= n-1 把模型 (10.10)改写为
c=1
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10.2 回归分析

Ui =0+3g+/ = (q+明初+为(北一初 + /，i= 1,2,•••,n,

并记

8o = a+ 01祝 /3 =(%,0i)T, (10.20)

x* = Xi — x, 分 = 1,2,•••,% (10.21)

n* =(印吟…，喘)\ (10.22)

X*=(1q*), (10.23)
n

注意，S2 中的两个向量 1速* 是相互垂直的.记亏=n-^y^ 则 g在 1和 /* 上的投

影分别为
1

-llTy = yl =^,n

x^x^x^x^y =出"三a".^XX
所以 g在& 上的投影(见图 10.7 )为

访1+山纪*,

民,用的几何意义是 g的投影向量瓦1+az* 前的系数.
自变量 球 =0-±称为自变量的中心化，好处是中

心化后的自变量向量与常数向量 1 垂直，从而 g 在1
上的投影就是 y 在 1 上的投影和在 M 上的投影之和

(图 10.7 ),从而直接得到回归系数 /31 和 % 的估计. 再

由关系式％ = a + /3逐 得到截距 a 的估计，不用求逆矩

阵了.

图 10.7 回归系数最小二乘估计
的几何意义

10.2.3 误差方差的估计

在线性回归中，另一个需要估计的是误差 e的方差 M 的估计.在确定了回归直线后，记

益 =访+e1 分=1,2.一 ，明 (10.24)

y = (血,况,���，％)T. (10.25)

则 y 称为 y 的回归值,n 个观测点的误差构成的残差向量为
人 /人 /s A \'1'e=(ei,&2,•••,£九)

=(Vi — 3o — 61若,於 一 Go — 31^2?… -访 - 61琮)丁
=V
_
D =(/

_ X^X^X^X^y.
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容易验证 e1（1q*）, 它是 g与 g 在 S2 上投影向量之差. 少 构成 Rn 中的一个直
角三角形，y 是斜边. 把 y 中心化，则 g- 71,61炉,6 也构成 Rn 中的一个直角三角形,
y-yl 是斜边. 由于在误差的估计中参数 见优（等价于参数 期,明）要用数据估计，所以平

方和
九

/2= 才（明一凤一庆w）2
2=1

的自由度为 n-2, 故误差方差的估计为

1
九 1 九

尹=r汇管 =口£(仍 —访 — 61球)2 (10.26)
77/ / it Z

e=1 ^=l

= -X*(X*TX*)TX*T)g. (10.27)n — 2

称

(10.28)TSS = RSS + ESS,

(10.29)

(10.30)

上式称为平方和分解公式.几何上看，就是三角形的斜边平方和等于两条直角边的平方和.由

此可得

RSS ESS
TSS TSS'

T2 为决定系数，在计算机中记为加.R2 越大，表示自变量解释因变量的能力越强.注意到
1 JL

2=1

TSS= Syy =（71- 1居，

RSS r ESS
=1TSS TSS '

对于 n 对数据（g,n），分 = 1,2,・・・ ，明 可以定义皮尔逊相关系数 r = 0y ,在伤9 之间
VDxx》yy

有线性回归关系下，通过计算可以得出

n

TSS = Syy =e（勿—歹）2 为总平方和,
2=1

n

ESS=e（w —伉）2 为残差平方和，
e=1

n

rss= e（o%-歹产 为回归平方和.
b=1

则误差方差的估计（10.26）可以表示为（72 =% 由计算容易得到n - 2
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所以1有如下计算公式:

10.2 回归分析

10.2.4 回归系数最小二乘估计的性质

在高斯一马尔可夫假定下,

在正态假定下,

定理 10.1 回归系数最小二乘估计的性质

在回归方程 (10.10)中，通常我们对误差有如下两种假定:

高斯-马尔可夫 (Gauss-Markov)假定：

正态假定: …后不相关且白~ N(0,(j2),i = 1,2,•••,n.

正态假定强于高斯-马尔可夫假定，在讨论点估计性质时，只要高斯-马尔可夫假定即可，但是

在讨论区间估计和假设检验时必须要有分布的假定.

石沏=而石(a)=仇；

Var(8o)= a2/n,Var(3i)= MS点;

(3) 庆，庆，故。(w(庆,山)=0;

石(尹)= 02；

(瓦,瓦),2

(a) E(q)= 0, £ = 1,2，… ，几；

(b) 61,62,… 九不相关且Vax(&)= ct2,z = 1,2,•••,n.

3=若占(1-/2)的, (10.31)

6 用于回归方程作预测和回归系数的检验，但是在计算机上没有明确的显示，而％严 在计算

机上都有显示，通过上式可以得到I的值.

Go ~N(6o«2加), E ~ N(仇《2$ (n
_
2)a2 ~ a2Xn-2；

与(E —切)-如-2, -加-2.0
人 /1 M

n

证 注意到 00 = 0+0逐,及e球 = 0,E(eo = 0,所以
2=1

人 1
n

^o=y = - £(0o +的若 +七)
e=1

n

=% +E2=加+可
2=1 "
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所以我们有

以及

所以

汇球（阮+W仇 +a）
2=1

61=要 = （班 一歹）
Q/N D力况 12=1

1
九

1
九

^XX £_]

1 72 1
九

=1e（靖 +球修）=优 +「e力沁,
0力力 ,一 I

Q力力
,=]

=仇,

g ei

n

Cov(6o,6i) = Cov = Cov
£=1

=嫩S.=2心^xx
n [

（2『色

」 1E(61)=/?1 +三-E
^XX

] n

Var(3i)=Varf— ^2'o力比 12=1

71 1 2 1
九

=Ew-石(改沁)=亍=e球 =0・
6=1

力 xx %=1

由于 CS2, 而向量 1速*eS2, 所以性质 成立.

当正态假定成立时，第一个结论是显然的，因为独立正态随机变量的线性组合仍是正态随

机变量，而均值和方差前面已给出. 第二个结论，即 都 是 M 的无偏估计以及估计的分布，见

本章附录. 这里我们就承认这一结论.

由上面的定理，由 a =加一为了我们可以得到

g =访 一 6逐 =歹一触.^xx

因为民，瓦 分别是为,仇 的无偏估计，所以 6也是0 的无偏估计，因为民,也 正交，所以由

8 = Bo- 8语得

（
17^2、
- + -F-）^2-n bxx /

在正态假定下，a 是独立正态随机变量良,a 的线性组合，所以仍为正态随机变量，且有

6 N（a, +

由上可知，在正态假定下，民,61 与 e 独立，所以与 e 的函数/ 独立. 由 t 分布的定义,
性质（7）成立.
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10.2 回归分析

10.2.5 回归系数的检验和区间估计

在正态假定下，回归系数 为,为 的最小二乘估计量的分布都是正态分布，所以我们可以

对它们进行检验和区响估计.

1. 回归系数 仇 的检验和区间估计

在一元线性回归中，最感兴趣的假设检验问题是

% ：仇 = c» Hi:仇 # c,

特别是 c = 0 的情况. 因为若 优 = 0 成立，则自变量 I 对因变量 y 没有任何影响，建立

回归方程就没有意义了. 在误差服从独立正态分布的假定下，由回归系数最小二乘估计性质

知

(81 一 01)~
才
九一2,

当原假设成立时，检验为

3:当岛 - c|〉—次九—2(2)时，拒绝80,否则不能拒绝日0.
这个检验有水平 Q,对于单侧检验用》C或① C的检验也可以类似作出.

对截距 0或物 的检验，也可以从性质 (7)出发类似地作出.

例10.5(例 10.4 续) 检验原假设 为 = 0.取 Q = 0.1,可以算出

Sg=102.72, r = 0.880 4, ti0(0.05)= 1.812 5,

=373 566.67-1/2 = 0 00i 636,
V^xx

/12 — 1

5=# —̂^(1 — 0.880 42) x 102.72 = 51.09,

|3i - 0|=0.490 8> 0.001 636 x 51.09 x 1.812 5 = 0.151 5,

故由 (10.32)式，拒绝班,即回归是有意义的.

也可以计算在原假设成立检验的 p值.计算得尊e= 5.871 5,因为 Var(^)=

由中心极限定理，

P(|力io|> 5.871 5)= 2(1 -凡(⑼(5.871 5))= 1.57 x 10-4.

根据回归系数最小二乘估计性质 (7),可以作 A 的区间估计，取 a = 0.1,得置信水平为 90%

的置信区间为

/31 e 瓦土 (引 =[0.490 8士 0.151 5] = [0.339 3,0.642 3].

(10.32)

(10.33)

(10.34)

(10.35)

(10.36)
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2. 回归函数和因变量 Y 的预测

在求出回归方程后，经常会遇到自变量 出在某个未观测点上因变量 y 取值的点估计问题

和因变量 y 平均值 8q)= q+0通 的区间估计问题，其中 死(2)称为回归函数.关于回归函

数馆⑺ 的点估计，显然我们可以用 y =病(n)= 6+61 作为 m(x)的点估计.由于 源山分

别为 见为 的无偏估计，故

+8")=a+仇劣，

Var(a +瓦劣)=Var(庆+瓦(/ — —))/1 1 (N一初2、=(一 +-q 年 ，

用/ 估计 02,并注意到 ^_Le,在正态假定下，

y =病(6) N(q+伪名，(工 +(* 力)卜2).(10.37)
所以在未知观测点 N 上，回归函数 m(r)的置信水平为 (1 - Q)X 100% 的置信区间为

(Q+ %切土欠日―2(3) (10.38)
'幺‘ y n ^xx

由公式 (10.38) 知，当未知观测点 r = 无时，区间估计的精度最高，未知观测点 / 离

建立回归方程的数据中心 元 越远，精度越差，见图 10.8. 所以即使建立的回归方程比较理

想，预测在原数据范围内未知点上回归函数的值会较准，但是距离原数据集中心了较远点上

的预测精度会大大下降.回归函数是因变量 y 的平均值 6⑷b = a +的g 这是与 n 有关
的参数，但没有随机性. 如果要预测因变量 y 的值，这是一个随机变量，它的点估计只能是

y = 病(e)= 6+e巴 设 e 是未知观测点因变量的误差，它与原有数据的误差是相互独立的,

所以

E =E(&+瓦冗)= a+^x= E@), (10.39)

E(g —仍2 =后归一 E 2

=。2+ Var = fl+ - + (“ )己 (10.40)
\ 几 bye /

在正态假定下
一

沙~ N(a+为巴。+；+^^上2)
所以 y 的置信水平为 (1 - a)x 100% 的置信区间为

，

(q+ Bix)土—伐)J1+ 工 + (10.41)

与公式 (10.38) 相比，方差多了一个因子 1,这个 1 是大还是小？ 设想一下，n = 10,公式

(10.38)的方差中有个因子为 0.1,但是在公式 (10.41)中这个因子为 1.1,大了很多！这点也
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不难理解,你要对某个特定对象（如例中的某个特定家庭）来预测因变量的值，随机性太大了,

一般预测不准.

区间估计精度

图 10.8 区间估计精度

例 10.6（例 10.4 续） 求回归函数 mQ）在l= 1 800 的置信水平为 90% 的置信区间.

可以算出 行 = 1 198.33,Sxx = 373 566.67,所以置信区间为

1 (1 800 - 1 198.33)
12 + 373 566.67—1 261.96 ±51.09 x 1.812 5

二 [1261.96士 95.00]二 [1 166.96,1 356.96].

回归函数得到的是收入为 1 800元的这类家庭（不是一个家庭）的平均支出.如果要计算某个

收入为 1 800元家庭的支出置信区间，用公式（10.41）得到

= [1 261.96士 132.66] = [1 129.30,1 394.62].

估计的精度明显比回归函数的平均支出低不少.

10.2.6 可化为线性函数的非线性回归

变量。和g之间的关系仅有一部分能用线性关系来近似表达,其余大量的是非线性关系.

在非线性关系中，有一部分可以通过变量变换化为线性回归函数来描述.

例10.7 在例 10.2 中我们对含铭废水浓度 N 和含铭废水用量与电解污泥用量之比 y 作

变换 t = In%口 = Ing,发现 力q 的散点图在一条直线附近，两者之间的相关系数为『0 二

-0.996 7,取 a = 0.1,我们可以从变换后的数据得到线性回归方程和回归系数 为 的区间估

计为

u = 2.884 3 - 0.826 3力，

R2= 0.993 3,S力力 = 3.293 l,r0 = -0.996 7工9（0.05）= 1.833 1,^= 0.475 8,

359



第十章 相关分析和回归分析

/11
_
1

3 = \/:~~^(1-吟居 = 0.041,
V 1± — Z

仇 G [-0.826 3士 0.041 x
/

x 1.833 11V3.293 1
= [-0.826 3土 0.041 4] = [-0.784 9,-0.867 7].

由此知含铭废水浓度I和含铝废水用量与电解污泥用量之比 y 之间大体有个幕函数关系，且

单调下降.

例 10・8 为检验 X 射线的杀菌作用，用 220 kV 的 X 射线来照射细菌，每次 6 min, 记照

射次数为 力 共照射了 15 次，每次照射后的细菌数 y 如下.问 X 射线的杀菌效果如何？

土/min 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

g/kV 355 211 197 160 142 106 104 60 56 38 36 32 21 19 15

解 由散点图 10.9 看出"和 g 可以看作有指数关系或赛函数关系. 先设有指数关系

y = aexp{/3遥},这等价于 u =1ny = a+的力 由数据可以得到线性回归方程为

u = 5.965 9-0.217 8&

『0= -0.994 1, 兄2= 0.988 3,

中很高，看来指数拟合不错.回归函数是

y = 389.903 8exp{-0.217 &},

如果认为是氟函数关系，那么 u = \ny,s = \nt 应该是线性关系，数据拟合的线性回归方程为

"= 6.408 0 — 1.174 6s,

『0= —0.93

拟合也是相当不错的. 这里回归函数是 g=

606.690 6力-L174 6, 如何在这两个模型中选
择一个？在不同的标准下有不同的选择. 我

们从拟合的角度出发，就看拟合之后哪个模

型的残差平方和小就选哪个模型. 即观测
n

c =汇(统-统产 这等价于
e=1

团
2

'

咫 = 1 —彳 (10.42)
才(仍 -可产
E=1

1, 斤 = 0.878 1,

y/kV八

350- •
300-

250-

200- * •
150- * .
100- • •
50- • • • • •

। , • • •
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1'1 1213 1415 i/min

图 10.9 照射后的细菌数和照射次数的散点图
£(阴-
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越大越好.可以算出，指数模型下，有

Qi = 4 015, 31 = J = 17.575, 居 = 0.969,
V n — 2

在赛函数模型下，有

Q2 = 77 746, &2 = \ = 77.333, 瞄 = 0.397,
V n — 2

所以在拟合残差平方和最小准则下，指数模型回归函数比幕函数模型回归函数拟合得更好.

注 在回归分析中，作回归关系的主要理由是研究一个变量（因变量，也称外生变量）在

另一个变量（自变量，也称内生变量）变化时如何跟着变化，但是在不同的场合、不同的目的

下可以选取不同的自变量. 如考虑上海期货交易所的期铜价格与伦敦期铜价格的关系，如果

要研究上海期铜对伦敦期铜的影响，那么上海期铜价格是自变量，如果要研究伦敦期铜对上

海期铜价格的影响，那么伦敦期铜价格是自变量. 按不同自变量得出的线性回归方程是不一

样的！

10.2.7 多元线性回归模型

在实际场合下，更常见的是多元回归问题，即自变量不是一个，而是 p 个，其中最简单的

模型就是线性回归模型，即

g = +仇叫+ /?2劣2 H 1- PpXp+ e, （10.43）

E-1,N2,…,％）= + /为1 +02/2 4 . （10.44）

这个模型称为 p元线性回归模型. 不要认为它简单、不能解决问题. 实际上这个模型是非常

常见和非常有用的模型.例如，设j= "e）+e,其中回归函数 是 p阶可微函数,对 /（乃

作泰勒展开（为书写方便起见，仅在 0点展开）

/3）= Qo + Q通+02" H 1- apxp+ 0（/）.
在一定的范围内多项式 g（z） = w + Q通+ 志优

2 +… + apxp 可以很好地近似可微函数
/（2）,令

忽略高阶项，回归方程可以改写为

g = 00 + + 02/2 + •…+ QpNp+

这是一个 P 元线性回归模型. 当 了 是多元可微函数时也可以作泰勒展开，在一定的范围内用

多元多项式来近似，类似地也可以视为多元线性回归模型.

为了简单起见，我们假设自变量是非随机的.（10.43）式中 «0 为常数项，称为截距，仅称

为 4对伤 的回归系数，e是均值为 0的随机误差.
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现对自变量（X1,X2,���，x「）和因变量 y 进行观察，第 i 次的观测值为（电1拉 ••・，

班）,i = 1,2,…，对 随机误差为 4（不可观察），则我们有

% = Qo+/31^1 + 02©2 H 1- PpXip+ %, E = 1,2,• • • ,% （10.45）

这里设 …，品 满足高斯—马尔可夫假定，即互不相关，上仁）= 0,e（或）= 抗,e =
1,2,••• ,n.

记

0 =（的，%…，%）T,6 =（即,仇，仇,… ，%）\

q =（电,%…，%）: e =（ei,e2,--- ,en）T,

xi =（e16, • • • ,优咸产， 分 = 1, 2,，• • ,0,

X=（1,%物…，％）, y = …，城T,
则（10.45）式可以改写为

y = X6 + e = Qol +仇叫+危冗2 H F%% + e, （10.46）

其中 X是h X（p+l）矩阵.我们的目的是求 Q0,外闻…，即使得下式最小

n

\yi —（。0 +01电1+0202 H H ,
2=1

这等价于使得下式最小

I® -（«01+仇叫+伪映 + F （10.47）

设 n 维向量 1,g,宏2,���，北封 线性无关，Sp+i 是由 1,啊,02,…，：Cp 生成的 Rn 的子空
间，则使（10.47）式成立,就是在子空间 Sp+i 中寻找向量名使得 -M2 最小.由线性代数
知识知，7就是 27在与+1 上的投影.因为子空间与+i 是由线性无关的向量1,切心2,…，啊

生成,所以 Sp+i 的投影阵为 X（XTX厂iXT, 故 g 在 50+1 上的投影为

X（XTX）TxTy = X^X^X^y,
设（XTX）TX% =（wn…,为尸，则

X（X’X） rXTy=（1,Xi, ®2, • • • ,xp）^o,71, • • • 5 7p）T

=701+71叫 +72/2 H F 7Pzp.

即

6。= To, & = 7%, 〃= 1, 2, • • •

由此知 y的投影是1,g心2,…,%的线性组合,而 d0,公叙…，以分别为向量1,叫e2,…，xp
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前的系数.把这 p+1 个系数写成向量形式，为

(10.48)

公式 (10.48) 的缺点是截距和回归系数不能分开估计,主要是向量1和向量比 不

垂直.为此，在向量 Xi上都减去它在 1上的投影 411Tg (即自变量的中心化)，得
72

X* = Xi — —llTXin

=(/一；1巧如 分 = 1,2,.・・ ,p,

记

] n

了尸一e3k = Xji - Xi, 2= l,2,���，p, j = ,n,
" J=i

X= (处百2,…百f产，

况w g — gl= (r1分,e2八 •••，力威产， e = 1，2,• • • ,0,

XJ (若，煤，… ，哈九XP,

模型 (10.46)可以改写为

y — (。0 +明而 + 62元2 + • …+为和)1+ /31^1 + 02宏I+ • • •+ PpXp + e

= + X* + e, (10.49)

子空间 Sp+i 也可以由 1,绪，娟，… ，岑 生成,注意到 1 J_ 球工 = 1,2,. . ,p, 所以 y 在 Sp+i
上的投影等于它在 1和由 端,e = 人 生成的子空间 上投影的和，y 在 1上的投影

为 亏1,它在 Sp 上的投影为

X*(X*TX*)TX*T仇 (10.50)

所以我们得到

民=伙 (W.51)

3=(%,纵…，乐)T = {X^X^X^y. (10.52)

例 10.9 设某公司产品在 10 个小城镇的销售量以万件) 与城镇人口总量 5(单位：万

人)及平均每户总收入 数(单位：万元)的数据如下：

/万件 1.6 1.2 2.3 1.4 0.9 1.7 2.8 1.9 3.1 2.7

61/万人 24 33 38 28 24 37 30 25 40 44

12/万元 14 9 19 11 8 13 12 16 17 18
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试求销售量 y 与城镇人口总量g 及平均每户总收入 22 的线性回归方程.

解 设线性回归模型为

y = a+ +版2+，
则

了1= 32.3, 了2 = 13.7,

, *、 / 466.1 142.9(X*TX*) =
\ 142.9 128.1

X*Tg = (30.32,18.38产,

(6i,62)T= (X*TX*)TX*Tg = (0.032 0,0.107 8)T,

歹=1・96,

a=y- -混2

=1.96- 0.032 0 x 32.3- 0.107 8 x 13.7 = -0.550 5,

即二元线性回归方程为

y = -0.550 5+ 0.032 O^i + 0.107 8力2,

当 啊 =47,数=18 时，

抗(叫，力2)= -0.550 5+ 0.032 0 x 47+ 0.107 8 x 18 = 2.893 9.

为作回归函数/(/1/2)的区间估计，当然要假定误差是独立正态的.可以算出总平方和
n

TSS= Syy =£(仇 -歹产 = 4.884,
i=i

n

回归平方和 RSS=^yi-歹)2 为
0=1

RSS=gTX*(X*Tx*)-iX*Tg = (30.32, 18.38)

/ 、( 0.032 0、= (30.32,18.38) = 2.951 6,
\ 0.107 8,

同一元线性回归模型，多元线性回归模型也有平方和分解公式，TSS = RSS+ ESS, 见
(10.28) 式.所以残差平方和为

n n

ESS =£埠 =£(仍 -猴)2 = 4.884- 2.951 6 = 1.932 4,
o=1 2=1

466.1 142.9
142.9 128.1

30.32
18.38
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10.2 回归分析

误差标准差的估计为

1
n

'=\ 15"^£（yi-彷）2 =
°方25 4.

\ 0=1

类似于一元线性回归，回归系数有如下性质：

定理的证明可见本章附录.

例10.10（例 10.9 续） 对人口总量的= 47（万人），户均收入r2 = 18（万元）的城市的销

售量作预测.3= 0.1）

解 由定理 10.2 的性质 （8）, 类似于一元回归函数的区间估计，病（61,c2）是回归函数

馆（N1收2）的无偏估计，其方差为

Var（病（如比2））= +3-历）TS戏（a -
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可以算出，上式方差为 (0.1+ 1.383 7)扰 = 1.483 7滔所以 m(47,18)�以(5.81,1.483 7a2).
用残差估计 房，得

m(47,18)G [m(47,18)土(7^0-3 x 0.05，1.483 7]

= [5.81土 2.014 26 x 1.894 6 x 1.218 1].

=[5.81 ±4.65] = [1.16, 10.46].

这是一个很宽的区间，主要是样本量太少了，估计不可能精确. 在这种情况下，应该增加样本

量才能作出较好的估计. 口

由定理 10.2, 在正态假定下，我们可以对多元线性回归的截距和回归系数作假设检验和
区间估计，也可以对回归函数小3上数,•••，%)以及 y在未知观测点 …，%)上的取

值进行预测，这些都是一元线性回归类似问题的平行推广，我们不再赘述.重要的是要能够在

计算机上用适当的软件来求出线性回归方程.

除此以外，多元线性模型与一元线性模型分析不同的还有：在固定一部分自变量情况下

对其余变量进行相关分析(称为偏相关分析,这里的“偏”(partial)是部分的意思)，线性模型

适宜性评价等内容.这些内容参看回归分析等教材(王松桂 等，2004).

在大多数情况下，随着自变量个数的增加，是否能减少模型的方差而增加预测精度？一般

而言，在大多数情况下，这是正确的.现在一个明显的问题是：如果两个自变量比一个自变量

能给出更好的结果，岂不是可以用三个，四个或更多的自变量？但是变量多了，它们之间很可

能有很强的相关性，从而(XTX)T 可能不存在，其次增加的自变量是否能解释因变量？这
要具体问题具体分析，这类问题称为自变量的选择,在当今大数据时代更是大家关注的问题.

10.3 多元回归中自变量的选择和模型诊断简述

10.3.1 变量选择的准则和方法

建立多元线性回归方程后，首先要检查回归方程是否有效.有效反映在两个方面，一是自

变量对因变量的影响是否可用自变量的线性组合来表达，即回归是线性的还是非线性的. 统

计上称为回归模型的非线性性检验，这部分内容超出本教材范围，故不再多叙. 二是指因变

量能否用选定的这些变量的线性组合来表达. 关于这点我们可以对回归是否有效进行检验,

即可以通过残差平方和来检验. 由于 y* = y — yl = (y — a)+(6 — 91), 由本章附表 4

可知

yTy 三 (。一见)"a-歹1)= /x*(x*Tx*)Tx*~,
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称为回归平方和，记为 RSS,注意到 矿 和 y\e 构成直角三角形，直角三角形两直角边平方

和等于斜边的平方，所以要求残差平方和越小越好，等价于回归平方和越大越好.记

2 =
RSS

=
0*T犷

=
ESS

一砺一
f^一
"

TSS'

R称为复相关系数.用反映了回归的效果,R是向量，与 上投影少夹角的余弦.炉 = 1

说明 矿 在 上，即因变量是自变量 的严格线性函数. R2 =。说明 矿工
在正态假定下，因变量与自变量独立，当然没有任何关系可言. 所以 a2 的大小反映了线性回

归好坏的程度.

另一种方法是在正态假定下作回归方程的显著性检验，即要检验 瓦 ： = 0,物 =

0,…，％ = 0. 由于在正态假定下 a* 工 6 等价于 犷,2 相互独立，由本章附录知回归平方

和 和残差平方和 eTe 的分布分别为
人 *T 人* 2 2y g
~
。Xp,
2 2e Xn-p-1，

所以

尸 =
RSSIp

二
尸97P

— ESS/S-p- 1) — 2T2/5 — 0 — 1) 0，『T'

如果原假设 Ho 成立,那么回归平方和为 0,所以当 F> p_1(a) 时拒绝飞,即因变量与
自变量之间有线性关系.

注 当然我们也可以把原假设提为部分回归系数为 0,或一些回归系数的线性组合为 0 这

样的线性假设，但是这需要较多的矩阵知识，不在这里讨论了.

在建立线性回归模型时,通常我们是根据对问题本身的专业理论和相关经验,把认为能影

响因变量的变量引入模型，其结果可能是一部分变量对因变量有影响，另一部分变量对因变量

的影响甚微.但是自变量多了不是好事，不仅在建模时计算量大，而且估计和预测的精度也会

有所下降.因此对进入模型的自变量要进行筛选，剔除对因变量影响不大的自变量，即抓主要

矛盾.这称为自变量的选择，我们称包含 p个自变量的模型为全模型，剔除一些自变量后的模

型称为选模型.是否要剔除，主要依据是自变量g 在回归中的贡献，贡献用 矿 在叼 上投影

长度的平方占回归平方和的比重来衡量. 如果要剔除 0-扣 个变量，留下 k 个变量，比如说,

留下明山2,・・・0机 就看 矿 在剔除变量生成的线性子空间的投影占回归平方和的比重. 当

然也可以从残差平方和来考虑.

剔除自变量的准则，大多数是从残差平方和出发建立的. 为以下行文方便，记剔除夕- k
个自变量后的选模型的回归平方和为 RSSg 残差平方和为 ESSk.仍以 TSS.RSS,ESS记

全模型的总平方和，回归平方和及残差平方和. 以选模型残差平方和为基础时，由于在全模

型时 ESS 是最小的，如果剔除一个或若干个自变量，选模型中的残差平方和一定比全模型

大，所以不能仅仅以残差平方和最小为标准，还要根据模型中自变量的个数对残差平方和进
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行“惩罚”，常用的准则有:

(1) RMSk (修正的残差平方和准则) 记

选择 瓦使上式最小(包括在 p 个变量中如何选出 k 个变量)，则使上式最小的 k 个变量就是

我们要选择的变量.

(2)弓准则 (马洛斯 (C. L. Mallows) 在 1964 年提出) 从预测观点出发，令下式的 Cp

最小，

ESSk , 尔

(3) AIC 准则(日本统计学家赤池弘次于 1974 年基于最大似然原理提出的一般模型选择

准则 (Akaike information criterion)) 取 k, 使得下式的值最小：

ESSk
AIC = nln

n
+ 2k.

(4) BIC 准则 (施瓦茨 (G. E. Schwarz) 于 1978 年提出的一般模型选择准则 (Bayesian

information criterion)) 取 k, 使得下式的值最小：

BIC = nln(ESS")十卜侬几).
这些方法都能在一般的包含回归的统计软件包中找到. 如 R 软件包，SPSS, MATLAB

等.进一步的讨论可见(王松桂 等，2004)和(陈希孺 等，1987).

在计算机上进行变量选择时,无论用哪一种准则都需要对不同的自变量子集进行比较,都

需要计算 RSSk 和 ESSk.所以计算量是非常大的. 要计算所有可能变量子集的回归平方和

及残差平方和，软件中己有许多方法.常用的方法有如下几种：

(1)最优子集回归法 计算一切可能子集回归来寻找最优子集,常用的是扫描运算 (sweep
operator) 或高斯消去法.

(2)逐步回归法 其基本思想是把自变量一个个地引入，引入变量的条件是该变量在回归

平方和中的贡献经检验是显著的.引入以后，对己入选模型的变量逐个进行检验，把经过检验

不显著的变量剔除，以保证选模型中的自变量都是显著的.该程序到不再能引入变量为止.这

是目前应用最普遍的方法

(3)向前选择法 计算的思路是把变量一个个地加入回归模型,加入的原则是该变量在回

归平方和中的贡献经检验是最显著的.其缺点是进入模型后的变量不能剔除了.

(4)向后选择法 计算思路是先计算全模型，然后一个个地剔除变量，剔除的原则是该变

量在回归平方和中的贡献不显著.其缺点是剔除后的变量不能再次进入回归模型.
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10.3.2 回归诊断

在前几节讨论线性回归模型时，我们对误差作了高斯-马尔可夫假定，如果要作检验，还需

要正态假定.但是误差是否是等方差？是否两两正交？当我们有了数据（01,c⑵ •・・ ，力5,班）,

，= 1,2,…户后，就可以考察这批数据是否满足高斯-马尔可夫假定，这当然要从残差估计

瓦/2,一 •，跳 出发来分析.这就是回归诊断中首先要检验的问题.

一般而言，如果在残差估计 员,超,… ，瓦 的散点图（纵坐标为残差估计 心 或修正的残差

估计,横坐标为任一其他量,例如可以是因变量如中，如果散点没有趋势，或没有特殊的函数

形状，大体分布在以 e轴为中心的两条水平线之间，那么说明回归是有效的.

回归诊断要研究的另一个问题是探查对统计推断（估计和预测）有较大影响的数据. 在

回归分析中，我们仅仅选取了 n 组数据，而因变量还有随机性. 所以建立的线性回归是否稳

定，能否作预测是需要进行研究的. 我们希望每组数据（01,02,.��井加纳）对回归系数有

一定的影响，但是不希望影响太大，这样得到的经验回归方程具有一定的稳定性. 不然，如

果个别数据对估计有非常大的影响,在剔除这种数据后得到的回归方程与已有的回归方程有

很大差别时，我们就有理由怀疑所建立的回归方程不能真正描述因变量和各自变量之间客观

存在的相依关系，所以在作回归分析时，要考察每组数据对参数估计的影响大小，称为影响

分析.

此外，在实际中一般可能有少量数据不符合模型的假定，这类数据称为异常点.在回归分

析中，如何识别、判断和检验异常点也是回归诊断的主要内容.

这里讨论的问题在实际建模时都必须考虑，但是线性模型包含的内容太多，不能在本教材

中详细讨论，我们仅仅在这里提示大家，光是建立线性模型是不够的，还需要考虑众多的问题.

进一步学习可以参阅线性模型的相关教材（王松桂 等，2004）,（陈希孺 等，1987）.

匣实验 扫描实验 33的二维码进行多重线性回归分析的模拟实验，按照每个步骤了解回归分析

的过程.

10.4 扩展阅读：相关与因果

雄鸡一唱天下白、名师出高徒、水落石出、熟能生巧等,这些俗语描述的是相关性还是因

果性？迈尔-舍恩伯格（Viktor Mayer-Schonberger）在《大数据时代》一书里指出，大数据时

代只需探究相关关系无须追究因果关系. 一个经典的例子就是沃尔玛百货有限公司发现每当

飓风来临时候，一种草莓馅饼干的销量就会大增.这是为什么呢？没人知道.但是有这个相关

信息就够了，当天气预报说飓风要来时，就给草莓馅饼干多备货，没有必要分析为什么. 然而

周涛则在《为数据而生》一书中说,放弃对因果关系的追寻就是人类的自我堕落,相关性分析

是寻找因果关系的利器.统计教科书里也反复强调“相关性并不意味着因果性”.那么，相关

性意味着什么呢？而什么又意味着因果性呢？为了搞清楚这些问题，我们首先要了解，什么是

实验33 多重线性
回归分析
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因果关系.

顾名思义，“因果关系”就是原因和结果的关系. 今天，因果关系已经有着非常明确的

定义. 通常来说，原因是能引起一定现象的现象，结果是被一定现象引起的现象. 因果联系

的特征就是，原因在先，结果在后，前者的出现导致后者的出现. 费希尔在 1923 年研究肥料

对农作物生长的影响时，他意识到直接对比两块使用不同肥料试验田的产量来说明那种肥料

更好是不可行的. 原因在于根本没有光照、灌溉、酸碱度等条件完全相同的两块田. 这些条

件（称为干扰因素）都影响产量，需要想办法控制. 最后他创造性地提出随机实验来控制干

扰因素，即把很多块土地随机地分成两组，一组用第一种肥料，另外一组用第二种肥料. 由于

随机分配，因此这些干扰因素在两个组里的分布强度应该是大致相同的. 只要实验的样本量

足够大，随机分成的两组之间就不会有本质的差异（统计意义上的相同，即同分布）.这一设

想，能够排除干扰因素.不但如此，费希尔还能用 p 值来估算随机实验得出结论的不确定性大

小. 这种随机化实验的思想，发展成双盲控制实验方法. 所谓“双盲”，就是实验的操作者和

实验的被试者都不知道实验内容和目的，用于平衡干扰因素.例如有一种新药，少数患者服用

后非常有效果，那么我们是不是可以认为新药的疗效非常好，让其他所有患者都服用这种药

呢？答案显然是不能，我们需要通过双盲控制实验来确定新药确实比安慰剂（比如葡萄糖）有

更大的效用.在双盲控制实验下，医务工作者和患者都不知道使用的药是哪种，因此对照组和

服药组除了药物不同而其他条件可以认为是“相同”的. 从而新药呈现出来的效果可以被认

为是新药效用的真实体现，是疗效好这一“果”的“因”.双盲控制实验是甄别因果关系的金

标准.

相关性是因果关系的前提，但是不等于因果关系. 要证明两个相关的事件存在因果关系,

还必须找到作用机理，解释因是如何导致果的.例如吸烟与肺癌发病率的相关关系极为显著

（历史上人们已经注意到，随着吸烟人数增多，肺癌发病率也增加，而随着吸烟人数的减少，肺

癌发病率也下降），但是很难证明吸烟与肺癌之间的因果关系.理论上，可以通过实验来证明

它们之间的因果关系，但是由于伦理的存在，实际上是无法实施的（没有人能够人为地让实验

组吸烟来看他们是否会得肺癌）.因此，总还是有人否认吸烟能导致肺癌，试图把二者之间的

联系怪罪到某个混杂变量，例如空气污染、遗传因素等.尽管动物试验中已经证实烟草烟雾中

有几十种致癌物，烟草公司更是以“相关性不能证明因果关系”为由为自己辩护. 直到 1996

年，一次实验中发现烟草焦油中的一种致癌物一苯并花被肺上皮细胞吸收后，能引起细胞中

一个叫 p53 基因的三个位置发生突变，而大部分的肺癌都与该基因这三个位置的突变有关.

这个实验结果发表后，烟草公司才不好再否认吸烟与肺癌的因果关系.

如果两个变量之间不相关，那么它们之间一般也没有因果关系. 一种例外情况是存在另

外一个变量，它是这两个变量的“因”，因此促使了这两个变量之间存在相关，但这两个变量

之间并没有直接的因果关系.两个变量之间存在相关性时，它们之间的因果关系并不清楚.要

证明两个相关的事件存在因果关系，还必须找到作用机理，解释因是如何导致果的.因此，“雄

鸡一唱天下白”和“名师出高徒”是相关关系，而“水落石出”是因果关系，“水落”是“石
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出”的“因”，“石出”是因为常年“水落”而导致的“果”.

图灵奖得主、贝叶斯网络之父珀尔 (Judea Pearl, 1936一 )认为因果关系是比大数据更基
本的东西，因果模型是比数据更真实的逻辑，真正掌握因果思维比掌握大量的数据更有意义,

才能建立真正的智能机器.

10.5 附录

本节我们简要回顾一下有关线性代数知识，并对回归系数的性质进行证明.

(1) 线性子空间

设g e = 1,2,.・・ 是由 宏I,丹 - ••,xp 生成的线性子空间，即p

x e Sp, 三实数 a， • • • ,Qp, s.t. a; = q,xm
£=1

(2) 投影矩阵：若方阵 At = A,A2 =A 则 A 称为投影矩阵.投影矩阵有如下性质：

(a) A 的特征根只能是 0 或 1.

证 因为 At =4 所以 A 的特征根为实数，设人 和冗为 A 的特征根和对应
的非 0 特征向量，一方面，

A2x = A^Ax)= A^Xx)= A2a?,

另一方面，由

A2 = A,A2x = Ax = Ax,

所以我们有 * =人从而 人 = o 或 i.
n n

(b) 设投影矩阵 A 的特征根为 m,凡,•��,入九,由线性代数知识得 汇% =汇。近 =
6=1 0=1

tr(A). 而投影矩阵特征根只能是 1 或 0,所以 tr(A) 等于 A 中非 0 特征根的个

数，即 A的维数.

对矩阵 Amxn,Bnxm,有 tr(AB) = tr(BA).
证记 A =(a泳) 和 B = (b碗)，直接计算有

m n

tr(48) =££。认玩6,
e=1 k=l
n m m n

tr(BA) —〉:〉:̂ki^ik ~〉:〉］̂ik^ki = tr(AB).
k=l 6=1 £=1 k=l

(4) 若 Sk 是由线性无关的向量叫通2,…，取 生成的子空间,记X =(01,a2,…，3)九xk,

则 P = X(XTX)-1XT 和I-p都是投影矩阵，这点由投影矩阵的定义很容易验证.
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设 g e 股九，则 y在& 上的投影为

y = X{XTXy1XTy.

证 要证明。是投影，只能证明。这个向量在 Sk 中，且 少上沙一0.记 pxl 列向

量(xTX)TxTg =(%%•••,勾尸，则

y^X^X^Xry =乂伽也,…，显产

=(%1,纪2,，，，，比人)(瓦，52,•…，旅) -比多1 + 32宏2 +，，，+ j

即白是电，物，…，g的线性组合，所以 yeSk,其次，

®- 0产0 =疗仪 - X(XTX)TxT)X(XTX) —lXTy

— X^X^X^y = 0,

即 y ly -y,所以 y 是投影.

(5) 若 At=4420,入i,入2,…，尤为A的特征根,则存在正交矩阵Q =(如立2,…，MI),
n

使得 A= ^^XiUiuf, 其中 a1,如,…，mi 为相互正交的单位特征向量.
,=1

证 因为 = 4,所以存在正交矩阵 Q = (ui,u2, • • • ,uny 使得
QTAQ = diag(Ai,A2<-- ,An),

=〉］ •
e=1

(6) 在多元线性回归中，记 a = X^X^Xty,其中 X 为九 x (p+ 1)列满秩矩阵，称

2 为残差向量.由于

e= y-y=(I- X^X^X^y

=(I- + e) = (/ — X^X^X^e.
由前述第 5 点，残差平方和 eTe 为

n—p—l n—p—1

6T2 = eT(/ — X(XTX)TxT)e= f e^p^ei = f (pfe^)2,
i=l £=1

其中历22,…，为—p—l 是 I — X(XTX)TXT 的相互正交的单位特征向量.

(7) 设 b，4 = 1,2,… ，九 -p-1相互正交的单位特征向量，白~ N(0,(j2),ei,C2,…，e九 相
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互独立，则
n

场 =P；e= fpijej ~N(0,cr2), 且的,a2,…，斯_2_1相互独立.
，=1

证 因为明是独立正态随机变量的线性组合，所以明仍是正态分布，易见，Eg =

0,当分步 /时，由于r _L巧，故
n n

E(UiUj)=石£Pik% £ Pjgeg
k=l 2=1

九 72 71

=〉：̂~^0威0以k(a4)= PikP jk" = 0,
%=1 2=1 k=l
n n

Var(%) =£碌Var(e%) =£碌，=广
k=l K=1

由此知残差平方和的分布为

n n—p—1

£(明 — %严= f w ~/温_F_1.
o=1 2=1

(8) 若 X城 = 1,2,・- ，对/ = 12一.,0 为随机变量，称 Xnxp = (X") 为随机矩阵，设
Amxn,Bpxs 为两个常数矩阵，定义 E(X) =(上(k/))政2，把 AXB 展开再取期望，可
以得到 E(AXB) = A(E(X))B,特别，当孙g 为随机向量时,称

Var(x) = E{x — EQ))(冗 —―产

为随机向量 x 的协方差矩阵.称

CovQ, g) = E(x - E(x^(y -石⑹产
为随机向量 x.y 的协方差矩阵.由此可得 Var(A/) = AVar(x)AT. 在自变量中心化过
的多元线性回归中，由

g = %l + X*/3 + e

得到仇和 0的最小二乘估计为

庆=歹=%+己 e = lTe/n,
= /+(X*TX*)TX*T。.

由上述运算规则，得

石隔)=阮 +石但)= %, E® = 石口+ (X*Tx*)TX*Te] = /3,

Cov(6o,8) = 0,

Var(^o) = Var(e) = —,
77/
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Var(§) =Var[(X*Tx*)TX*Te] = (X^X^a2 三 S袅M.

在误差为独立 0 均值正态分布的假定下，许�N 而参数向量的估计 6

称为均值向量为民 协方差矩阵为 SMM 的 0 元正态分布.记为 6 ~叫伊启庐).
从表达式看出 反 与向量 6 独立，但是武离 一般是不独立的.由于 a =%+声色 故

6=庆 +了”，
2

石⑷=00 + xT /3, Var(d) = — + xT S~^x.
因为 6是独立正态随机变量的线性组合,所以也是正态分布，均值和方差如上所示.
对回归函数 m(x) 的估计 仇Q) = 6+ 况 =良+(北一好1反 可以算出

E\m(x)] =0o +(况一 企)T/3 = q+ 宓丁0 =mQ),

Var[m(ic)]=Var(/3o)+Var[(x —了)"]

= +Q _ ®)TVar(^)(a: — x)

=[：+Q -历)7图(况 -历卜2.

在正态假定下，回归函数的估计量 病(m 也是正态分布，均值和方差如上，由于 2，
(民,6),所以 m(x) 的区间估计为

m(x) G m(x)±atn-p- ；+(/ -x)TS~^x-x)a2

本章总结
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重点概念总结

相关分析是统计学中非常重要的内

容，现在大数据分析的一个主要内

容就是分析两种属性之间的相关性.

因果关系和相关关系是两个不同的

概念，两者既有联系，又有区别.

口数据类型不同，分析两组数据之间

相关关系的统计方法也不同. 在实

际应用中一定要根据数据类型，选择

相应的分析方法，不然很容易误用统

计.

线性回归分析是统计中用得最多的一
种方法，书中用最小二乘获得回归系

数的估计，其本质是因变量向量在设

计矩阵上的线性投影. 多元线性回归

系数的最小二乘估计也是投影，不过

要涉及一些矩阵知识，所以有一定的

难度. 在实际应用中，还有其他方法

来获得回归系数的估计，也有非线性

回归. 这些方法已超出本书范围，有

兴趣的读者可以参考有关文献.

我们的目的不仅仅是建立线性模型,

还要对回归系数、截距和模型方差进

行统计分析，阐述它们的具体含义.

建立线性回归模型的目的是在自变量

的一定范围内对因变量作预测. 在原

有 n 个数据的均值附近，预测效果较

好，如果在原有数据外部时，预测效

果不一定理想. 要清楚地认识到，即

使建立的模型与已有数据吻合得相当

好，也只能在一定范围内作预测，自

变量超过一定的范围，模型是否成立

都是一个问题，更不用说预测了.

本章讨论的回归模型是在非常强的

条件下得到的，如误差为正态分布

的，同分布，不相关，自变量非随机

等.如果放宽这些条件，对数据建立

线性回归模型并进行统计分析，就是

计量经济学中的一部分内容了.

回归诊断是建模中一项很重要的内

容，但已超出本书范围.对回归诊断

感兴趣的读者可以在回归分析的书

中找到相关方法和结论，本书不再进

一步介绍了.

习 题

1. 始祖鸟有像鸟类一样的羽毛，但是也有像爬虫类的牙齿及长而多骨的尾巴. 在已知的 5

个仍保有股骨（一种腿骨）和肱骨（上臂的骨头）的化石标本中，有如下资料：

求股骨长度和肱骨长度之间的相关系数并作解释.

2. 每升汽油可供汽车跑的公里数在速度增加时会先升后降. 假设这种相关系数相当规则,

股骨/cm 38 56 59 64 74

肱骨/cm 41 63 70 72 84

我们有如下数据:
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速度/(km・hT) 20 30 40 50 60

汽油里程/（kmi—1） 8.3 10 10.7 10 8.3

作速度和汽油里程的散点图，求它们之间的相关系数并作解释.

3. 在有关增重、节食和运动的研究中，新陈代谢率是一个很重要的指标，它表示身体消耗
能量的速率.下表列出参加一项节食研究的 12 位女性和 7位男性的瘦体重（lean body

mass, 简记为 LBM）及新陈代谢率. 这里瘦体重单位是 kg, 是一个人除去脂肪后的体

重.新陈代谢率是以每 24 h 消耗的热量（单位：cal, 1 cal=4.186 J）来计算. 研究者认

为瘦体重对新陈代谢率有重要影响.我们有如下的数据：

参与者 性别 体重/kg 新陈代谢率/cal 参与者 性别 体重/kg 新陈代谢率/cal
1 男 62.0 1 792 11 女 40.3 1 189

2 男 62.9 1 666 12 女 33.1 913

3 女 36.1 995 13 男 51.9 1 460

4 女 54.6 1 425 14 女 42.4 1 124

5 女 48.5 1 396 15 女 34.5 1 052

6 女 42.0 1 418 16 女 51.1 1 347

7 男 47.4 1 362 17 女 41.2 1 204

8 女 50.6 1 502 18 男 51.9 1 867

9 女 42.0 1 256 19 男 46.9 1 439

10 男 48.7 1 614

针对女性参与者作散点图，求相关系数并作解释；

针对男性参与者作散点图，求相关系数并作解释；

（3）求全体 19 个参与者瘦体重和新陈代谢率之间的相关系数.从中你能得出什么结论?

男女是否有别？

4. 教育学家对 21 个儿童测量了他们的智商，数据如下，其中 / 为儿童的年龄（以月为单

位），Y 为服从正态分布的智商指标：

试建立年龄与智商的线性关系，该线性关系是否成立（a = 0.05）?

5. 如下表数据是退火温度I（单位：℃）对黄铜延性 y（单位：％）效应的试验结果，y 是

序号 X y 序号 X y 序号 X y

1 15 95 8 11 100 15. 11 102

2 26 71 9 8 104 16 10 100

3 10 83 10 20 94 17 12 105

4 9 91 11 7 113 18 42 57

5 15 102 12 9 96 19 17 121

6 20 87 13 10 83 20 11 86

7 18 93 14 11 84 21 10 100

以延长度计算的.
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画出散点图并求 y 对 6的线性回归方程.

6. 有研究表明，适量饮用葡萄酒可以预防心脏病. 下面资料是 19 个国家一年人均葡萄酒

消耗量 n（单位：L）以及一年中每 10万死亡人数中因心脏病死亡的人数 y 的数据：

x/℃ 300 400 500 600 700 800

Y/% 40 50 55 60 67 70

国家 Ml y 国家 n/L y

澳大利亚 2.5 211 意大利 7.9 107
奥地利 3.9 167 荷兰 1.8 167

比利时 2.9 131 新西兰 1.9 266

加拿大 2.4 191 挪威 0.8 227

丹麦 2.9 220 西班牙 6.5 86

芬兰 0.8 297 瑞典 1.6 207

法国 9.1 71 瑞士 5.8 115

冰岛 0.8 211 英国 1.3 285

爱尔兰 0.7 300 美国 1.2 199

德国 2.7 172

试求：

（1）x,y 之间的相关系数，如何解释该相关系数？

（2）作 g 和I之间的线性回归；

（3）如果某国每人年均葡萄酒消耗量为 3.2 L, 作该国每 10 万死亡人数中因心脏病死亡

人数的区间估计（q = 0.05）.

7. 蟋蟀用一个翅膀在另一个翅膀上快速地滑动，从而发出叽叽喳喳的声音. 生物学家知道
发声的频率 n（单位：Hz）与气温 y（单位：°C ）具有线性关系.下面列出了 15 对声音

频率与气温间的对应关系的观察结果：

g/Hz 20.0 16.0 19.8 18.4 17.1 15.5 14.7 17.1

K/℃ 31.4 22.0 34.1 29.1 27.0 24.0 20.9 27.8

g/Hz 15.4 16.2 15.0 17.2 16.0 17.0 14.4

一/℃ 20.8 28.5 26.4 28.1 27.0 28.6 24.6

试求 Y关于l的线性回归方程.

8. 根据数据（如明）/ = ,n, 我们可以作 y 关于 i 的线性回归 y = a + 也可

以计算 x,y 之间的皮尔逊相关系数『.试：

（1）用几何观点证明 一 72〃=A,7 =要81；

（2）在正态假定下，关于总体相关系数 p 的检验问题为:p = 0分Hi：p/0 中的检验

函数小门门在原假设成立时服从正态分布.
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9.哈勃定律是 20 世纪最惊人的科学发现之一，它说明宇宙正在膨胀，各星系正以巨大的

速度彼此分离. 设 0 是一个星系相对于另一个星系的速度，d 为两星系之间的距离，则

哈勃定律为

其中 H 为哈勃常数.下面列出了哈勃 1929 年论文里 14 个星团距太阳系的距离(百万秒
差距,1秒差距= 3.26光年)和退行速度(千英里/秒,带有符号，1千英里/秒 =1.609x103

千米/秒):

星团名 退行距离/(千英里•秒T) 距离/百万秒差距

6 822 -130 0.214
598 -70 0.263
221 -185 0.275
224 -220 0.275
5 457 200 0.450
4 736 290 0.500
4 449 200 0.630
4 214 300 0.800
3 627 650 0.900
1 068 920 1.000
5 055 450 1.100
4 258 500 1.400
4 151 960 1.700
4 382 500 2.000

试求：

(1)退行速度与距离之间的回归直线；

(2)砂；

(3)假设误差服从正态分布，对假设 Hq :H = 0c H]:H 排 0 作假设检验(a = 0.05).

10.可靠性越高的轿车价格越贵？某媒体评估了 15部高档轿车.可靠性的评估采用 5分制:

差 (1),一般 (2),好 (3),很好 (4)和优秀 (5).15 部高档轿车的价格和可靠性的评估结

果如下所示：

品牌和型号 可靠性 价格/美元 品牌和型号 可靠性 价格/美元

A 4 33 150 I 4 34 390
B 3 40 570 J 5 33 845
C 5 35 105 K 3 36 910
D 5 35 174 L 4 34 695
E 1 42 230 M 1 37 995
F 3 38 225 N 3 36 995
G 2 37 605 0 3 33 890
H 1 37 695

以可靠性评估分数为自变量，建立这些数据的散点图;

(2)建立最小二乘估计的回归方程；
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据你的分析,你是否认为可靠性越高的轿车，它的价格越贵？请做出解释;

如果一辆高档轿车的可靠性评估分是 3,估计该车的价格.

11. 某公司进行一项工资情况的调查，并且把调查资料的摘要登载在其网站上. 根据 2008 年

10 月 1 日的工资数据，该公司报告，销售经理的平均年薪为 142 111 元，包括年平均奖

金 15 432元在内.假设由 10名销售经理组成一个样本,他们年薪和奖金的统计数据如下：

销售经理 年薪/万元 奖金/万元 销售经理 年薪/万元 奖金/万元

1 13.5 1.2 6 17.6 2.4
2 11.5 1.4 7 9.8 7

3 14.6 1.6 8 13.6 1.7
4 16.7 1.9 9 16.3 1.8
5 16.5 2.2 10 11.9 1.1

试求：

(1)以工资为自变量，画出这些数据的散点图；

(2)根据散点图.在年薪和奖金之间显示出什么关系？

(3)利用最小二乘法，求出估计的回归方程；

(4)对估计的回归方程的斜率作出解释；

(5)如果某销售副经理的年薪是 12 万元，预测他的奖金.

12. 一家企业对产品的销售情况与家庭收入进行了调查，设 y 为某地区该产品的人均购买

量(单位：元)，I表示家庭收入(单位：元).调查结果如下：

序号 M兀 引元 序号 M元 9/元 序号 n/tc g阮

1 6 790 7.9 19 7 450 7.7 37 7 700 17.4
2 2 920 4.4 20 4 350 13.9 38 7 240 41.0
3 10 120 5.6 21 5 400 5.6 39 8 080 39.4
4 4 930 7.9 22 8 740 15.6 40 7 900 9.6
5 5 820 27 23 15 430 52.8 41 7 830 32.9
6 11 560 36.4 24 10 290 6.4 42 4 060 4.4
7 9 970 47.3 25 7 100 40.0 43 12 420 32.4
8 21 890 95 26 14 340 3.1 44 6 580 21.4
9 10 970 53.4 27 8 370 42 45 17 460 57.1
10 20 780 68.5 28 12 550 26.3 46 4 680 6.4
11 18 180 58.4 29 17 480 48.8 47 11 140 19.0
12 17 000 52.1 30 13 810 34.8 48 4 130 5.1
13 7 470 32.5 31 14 280 75.8 49 17 870 83.3
14 20 300 44.3 32 17 770 49.9 50 35 600 149.4
15 16 430 31.6 33 3 700 5.9 51 14 950 51.1
16 4 140 5.5 34 23 160 81.9 52 22 210 38.5
17 3 540 1.7 35 11 300 47.9 53 15 260 39 3

18 12 760 18.8 36 4 630 5.1

379



第十章 相关分析和回归分析

(1)作 y 关于 x 的线性回归；

(2)设 g = Q+限i+仇/ + e,求 0,仇,仇 的最小二乘估计，并求 A2；

(3)你认为上述两个模型哪个能较好地拟合数据和进行预测？说明理由.

13.为研究 GDP (国内生产总值)的 和 CPI(居民消费价格指数)数 对社会消费品零售总

额 y 的影响，在国家统计局网站查到如下数据：

年份 消费品零售总额/亿元 GDP/亿元 CPI/%
2021 440 823.0 1 143 669.7 100.9
2020 391 980.6 1 013 567.0 102.5
2019 408 017.2 986 515.2 102.9
2018 377 783.1 919 281.1 102.1
2017 347 326.7 832 035.9 101.6
2016 315 806.2 746 395.1 102.0
2015 286 587.8 688 858.2 101.4
2014 259 487.3 643 563.1 102.0
2013 232 252.6 592 963.2 102.6
2012 205 517.3 538 580.0 102.6
2011 179 803.8 487 940.2 105.4
2010 152 083.1 412 119.3 103.3
2009 128 331.3 348 517.7 99.3
2008 110 994.6 319 244.6 105.9
2007 90 638.4 270 092.3 104.8
2006 76 827.2 219 438.5 101.5
2005 66 491.7 187 318.9 101.8
2004 58 004.1 161 840.2 103.9
2003 51 303.9 137 422.0 101.2
2002 47 124.6 121 717.4 99.2

其中 CPI= 当年消费额/基年消费额 xlOO%. 用最小二乘求出线性回归 Ing =

优Ing +/321n费，计算 尺2,解释该线性回归是否有效？

14.以I与 y分别表示人的脚长(单位：in)与手长(单位：in),下面列出了 15名女子的脚

的长度1与手的长度丫的样本值 (1 in = 2.54 cm):

X 9.00 8.50 9.25 9.75 9.00 10.00 9.50 9.00
y 6.50 6.25 7.25 7.00 6.75 7.00 6.50 7.00

X 9.25 9.50 9.25 10.00 10.00 9.75 9.50
y 7.00 7.00 7.00 7.50 7.25 7.25 7.25

试求：

(1) V 关于 n 的线性回归方程 y = a-Ybx\

(2)求 b的置信水平为 0.95 的置信区间.
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15. 某媒体对于超过 100HD 高清晰度电视机提供了广泛的测试和评级. 对于每一种型号的
高清晰度电视机，主要根据画面质量进行测试并给出一个总分. 一般情况下，较高的总

分意味着较好的性能.下面是 10 台不同品牌同一尺寸的电视机的价格和总分的数据：

品牌 价格/元 总分 品牌 价格/元 总分

A 2 800 62 F 2 000 39

B 2 800 53 G 4 000 66

C 2 700 44 H 3 000 55

D 3 500 50 I 2 500 34

E 3 300 54 J 3 000 39

试求：

(1)以价格为自变量，电视机总分的估计的回归方程.

(2)计算 产.估计的回归方程能否为这些数据提供一个好的拟合？

(3)若某台该尺寸电视机的价格是 3 200 元，估计该台电视机的总分.

16. 某杂志检测了 10 种不同型号供徒步旅行者使用的登山靴. 如下数据是被检测的每一

种型号的登山靴的支撑力和价格的统计资料. 支撑力用 1
~

5 的等级分来测量，等级

分 1 表示一般水平的支撑力，等级分 5 表示最好的支撑力.

厂家 等级分 价格/元 厂家 等级分 价格/元

A 2 1 200 F 5 1 890

B 3 1 250 G 5 1 900

C 3 1 300 H 4 1 950

D 3 1 350 I 4 2 000

E 3 1 500 J 5 2 200

(1) 利用表中数据建立估计的回归方程，使该方程能在支撑力的等级分已知时，用来估

计登山靴的价格；

(2)在 a = 0.05的显著性水平下,确定支撑力的等级分和登山靴的价格是否相关；

(3) 在支撑力的等级分已知时，利用在 (1)中建立的估计的回归方程来估计登山靴的价

格，你觉得合适吗？

(4)对于支撑力的等级分为 4 的登山靴，估计它的价格.

17. 某餐厅的广告费支出和收入的数据如下：
单位：万元

设1表示广告费支出，y 表示收入.利用最小二乘法,求出一条近似这两个变量之间

关系的直线；

广告费 1 2 4 6 10 14 20

收入 19 32 44 40 52 53 54
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(2)在 Q = 0.05的显著性水平下，检验收入和广告费支出是否相关；

(3)为准备绘制 g - 9 关于o 的残差图，利用 (1)中的结果，先求出 y的值；

(4) 从残差分析中你能得出什么结论？ 你是应用这个模型呢？ 还是寻找一个更好的

模型？

18. 存股证(X)是某交易所代理一家外国公司股份的证书，这家外国公司在其本国的银行

里持有一定数量的保证金.下面列出了 10 家可能有新的存股证(X)的外国公司的价格

收益比(P/E) 和股权收益率(ROE)的数据.

公司 ROE P/E 公司 ROE P/E
A 6.43 36.88 F 46.23 95.59
B 13.49 27.03 G 28.9 54.85
C 14.04 10.83 H 54.01 189.21
D 20.67 5.15 I 28.02 75.86
E 22.74 13.35 J 27.04 13.17

(1) 假设 I = ROE, y = P/E,利用计算机软件包求出关于 n和0 的估计的回归

方程.

(2)绘出标准化残差关于自变量I的残差图.

(3)根据残差图，你觉得关于误差项和模型形式的假定合理吗？

19. 下面是 10 个主要啤酒品牌的广告费和销售量的数据：

啤酒品牌 广告费/万元 装运量/万桶 啤酒品牌 广告费/万元 装运量/万桶

A 120 36.3 F 0.1 7.1
B 68.7 20.7 G 21.5 5.6
C 100.1 15.9 H 1.4 4.4
D 76.6 13.2 I 5.3 4.3
E 8.7 8.1 J 1.7 4.3

(1)求出这些数据的估计的回归方程.

(2)应用残差分析查明是否存在任何异常值和(或)有影响的观测值.简短概括一下你的

发现和结论.

20. 某大学的一名市场营销学教授感兴趣的问题是，在一门课程中学生用在学习上的时间

和所取得的总学分之间的关系. 搜集了 10 名学生攻读最后一个学期课程的有关数据

如下：

用时/h 总学分 用时/h 总学分

45 40 65 50

30 35 90 90

90 75 80 80

60 65 55 45

105 90 75 65
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(1)求出表明学生取得的总学分是如何依赖用在学习上的时间的估计的回归方程.

(2)在 Q = 0.05的显著性水平下，检验模型的显著性.

(3)如果某同学用在学习上的时间是 95 h ,预测他的总学分.

(4)求出该同学总学分的一个置信水平为 95% 的预测区间.

21. 在钢线碳含量对于电阻的效应的研究中，得到如下数据：

碳含量 4 /% 0.10 0.30 0.40 0.55 0.70 0.80 0.95

20℃时电阻 g/w 15 18 19 21 22.6 23.8 26

(1)画出散点图.

(2)求线性回归方程 y = a+ bx.

(3)求随机误差 e 的方差 接 的无偏估计.

(4)检验假设*：b = 0, Hi:b # 0.

(5)若回归效果显著，求 b的置信水平为 0.95的置信区间.

(6)求1= 0.50 处43= q+法 的置信水平为 0.95的置信区间.

(7)求I= 0.50 处观察值 V 的置信水平为 0.95的预测区间.

22. 某公共服务委员会发表的某年度国家服务报告报道了雇员对工作满意程度的评估情况.

其中的一个调查问题是要求雇员选择 5 个最重要的工作场所因素 (从各种因素的清单

中)，即他们对自己的工作满意程度影响最大的 5 个因素. 受访者被要求用 5 个因素来

表明满意程度.下面的数据给出了雇员选择的前 5 个因素所占的百分比，以及用雇员在

他们目前工作的工作场所对选择的前 5个因素是“非常满意”或“满意”所占的百分比

来度量相应的满意度评价.

工作场所因素 前 5 个因素占比/% 满意度评价/%

适当的工作量 30 49

创新的机会 38 64

为社会做贡献 40 67

职责明确 40 69

工作时间灵活 55 86

良好的同事关系 60 85

工作趣味性 48 74

职业发展机会 33 43

提升个人能力 46 66

发挥个人特长 50 70

个人努力的肯定 42 53

薪资 47 62

实现个人价值 42 69
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用前 5个因素(％)为横轴，满意度评价 (％)为纵轴，画出这些数据的散点图.

(2)根据在 (1)中做出的散点图，在这两个变量之间显出什么关系？

(3)求出估计的回归方程，试问这个方程能在前 5 个因素 (％) 已知时，用来对满意度评

价(％)作出预测吗？

(4)在 a = 0.05 的显著性水平下，检验这两个变量之间关系的显著性.

(5)估计的回归方程对观测数据的拟合好吗？请做出解释.

(6)样本相关系数是多少？

23.棚寄生是一种寄生在大树上部树枝上的寄生植物.它喜欢寄生在树龄较短的大树上. 下

面给出在一定条件下完成的试验中采集的数据：

树的树龄 1/年 3 4 9 15 40

每株大树上榔寄生的
28 10 15 6 1

株数 g
33 36 22 14 1

22 24 10 9

(1)作出(0,班)的散点图.

令名= Inw，作出(%a)的散点图.
(3)以模型 Y = aexp(be)% Ine 拟合数据，其中 q, b, M 与i无关.试求曲

线回归方程 y = dexp(Srr).

24. 一种合金在不同浓度的某种添加剂下，各做三次抗压强度试验，得数据如下：

浓度 X 10.0 15.0 20.0 25.0 30.0

25.2 29.8 31.2 31.7 29.4
抗压强度 y 27.3 31.1 32.6 30.1 30.8

28.7 27.8 29.7 32.3 32.8

(1)作散点图.

以模型 y = %+优/+62重2+%2~ N(0曾2)
拟合数据，其中如 如 如 M 与1无

关.求回归方程 9 = 加+ biX+ 62^2.

25.某种化工产品的得率 Y 与反应温度的、反应时间 费 及某反应物浓度 窃 有关. 今

得试验结果如下，其中 的，3，室 均以编码形式表达 (即用 -1 和 1 表示两种不同

的值):

为/℃ -1 -1 -1 -1 1 1 1 1

数/℃ -1 -1 1 1 -1 -1 1 1

方/℃ -1 1 -1 1 -1 1 -1 1

Y/% 7.6 10.3 9.2 10.2 8.4 11.1 9.8 12.6
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(1)设 4(/1,/2避3)=如+瓦的 +电力2 +a的，求 Y 的多元线性回归方程.

(2)若认为反应时间不影响得率，即认为

从01,/2,2)=为 +0121 +/33/3,

求 Y 的多元线性回归方程.
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枢轴变量 244 修正的肯德尔相关系数 347

枢轴变量法 244 样本 185

数学期望 124 样本方差 189

斯米尔诺夫检验 332 样本峰度系数 190

随机变量的分布 47 样本矩 189

随机变量相互独立 102 样本均值 189

随机事件 3 样本空间 3

随机试验 3 样本偏度系数 190

随机现象 3 样本相关系数 190

条件概率 19 样本原点矩 189

条件概率密度函数 99 样本中位数 190

条件期望的平滑公式 131 样本中心矩 189
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索引

一般总体均值 N 的置信区间 251 置信区间 241

一样本 t检验 278 置信上限 257

一样本均值检验 273 置信水平 242

一致性 226 置信系数 241

依分布收敛 157 置信下限 257

依概率收敛 155 众数 132

异向对 347 中位数 132

因变量 348 中心极限定理 155

影响分析 369 逐步回归法 368

有效性 220 主观概率 15

有序数据 342 自变量 348

原假设 268 自助力置信区间 256

正偏 141 自助法置信区间 253

正态分布 70 自助分布 253

正态假定 355 总体 184

正态总体方差 接 的置信区间 246 总体分布 207

正态总体均值 从 的置信区间 245 最大似然估计 212

正相关 146 最小二乘估计 350

指数分布 68 最小方差无偏估计 222

秩 326 最优子集回归法 368

秩和 326
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附 表

附表 1 标准正态分布表

支 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.0 0.500 0 0.504 0 0.508 0 0.512 0 0.516 0 0.519 9 0.5239 0.527 9 0.5319 0.535 9
0.1 0.539 8 0.543 8 0.547 8 0.551 7 0.555 7 0.559 6 0.563 6 0.5675 0.571 4 0.5753
0.2 0.579 3 0.583 2 0.587 1 0.5910 0.594 8 0.5987 0.602 6 0.606 4 0.610 3 0.614 1
0.3 0.617 9 0.621 7 0.625 5 0.629 3 0.633 1 0.636 8 0.640 6 0.6443 0.648 0 0.6517
0.4 0.655 4 0.659 1 0.662 8 0.666 4 0.670 0 0.673 6 0.677 2 0.680 8 0.684 4 0.687 9
0.5 0.6915 0.6950 0.698 5 0.7019 0.705 4 0.708 8 0.712 3 0.715 7 0.719 0 0.722 4
0.6 0.725 7 0.729 1 0.732 4 0.735 7 0.738 9 0.742 2 0.745 4 0.748 6 0.7517 0.754 9
0.7 0.758 0 0.761 1 0.764 2 0.7673 0.7703 0.7734 0.776 4 0.779 4 0.782 3 0.7852
0.8 0.7881 0.791 0 0.793 9 0.796 7 0.799 5 0.802 3 0.805 1 0.807 8 0.810 6 0.8133
0.9 0.815 9 0.818 6 0.821 2 0.823 8 0.826 4 0.828 9 0.831 5 0.834 0 0.836 5 0.838 9
1.0 0.8413 0.8438 0.846 1 0.848 5 0.850 8 0.8531 0.855 4 0.857 7 0.859 9 0.862 1
1.1 0.8643 0.866 5 0.868 6 0.870 8 0.872 9 0.874 9 0.877 0 0.879 0 0.881 0 0.883 0
1.2 0.884 9 0.886 9 0.888 8 0.890 7 0.892 5 0.894 4 0.896 2 0.898 0 0.899 7 0.9015
1.3 0.903 2 0.904 9 0.906 6 0.9082 0.909 9 0.9115 0.9131 0.914 7 0.916 2 0.917 7
1.4 0.919 2 0.920 7 0.922 2 0.923 6 0.9251 0.9265 0书278 0.929 2 0.930 6 0.9319
1.5 0.933 2 0.934 5 0.935 7 0.937 0 0.9382 0.939 4 0.940 6 0.941 8 0.943 0 0.944 1
1.6 0.945 2 0.9463 0.947 4 0.948 4 0.949 5 0.950 5 0.951 5 0.952 5 0.9535 0.954 5
1.7 0.955 4 0.956 4 0.9573 0.9582 0.959 1 0.959 9 0.960 8 0.961 6 0.962 5 0.9633
1.8 0.964 1 0.964 8 0.965 6 0.966 4 0.967 1 0.967 8 0.968 6 0.9693 0.970 0 0.970 6
1.9 0.9713 0.9719 0.972 6 0.9732 0.973 8 0.974 4 0.975 0 0.975 6 0.976 2 0.976 7
2.0 0.977 2 0.977 8 0.9783 0.978 8 0.9793 0.979 8 0.9803 0.980 8 0.981 2 0.981 7
2.1 0.982 1 0.982 6 0.983 0 0.9834 0.9838 0.984 2 0.984 6 0.985 0 0.985 4 0.985 7
2.2 0.986 1 0.986 4 0.986 8 0.987 1 0.987 4 0.987 8 0.9881 0.988 4 0.988 7 0.989 0
2.3 0.989 3 0.989 6 0.989 8 0.990 1 0.990 4 0.990 6 0.990 9 0.9911 0.9913 0.991 6
2.4 0.9918 0.992 0 0.992 2 0.992 5 0.992 7 0.992 9 0.9931 0.993 2 0.9934 0.993 6
2.5 0.993 8 0.994 0 0.994 1 0.9943 0.994 5 0.994 6 0.994 8 0.994 9 0.9951 0.995 2
2.6 0.9953 0.995 5 0.995 6 0.9957 0.9959 0.996 0 0.996 1 0.996 2 0.996 3 0.996 4
2.7 0.996 5 0.996 6 0.996 7 0.996 8 0.996 9 0.997 0 0.997 1 0.997 2 0.9973 0.997 4
2.8 0.997 4 0.997 5 0.997 6 0.997 7 0.997 7 0.997 8 0.997 9 0.997 9 0.998 0 0.9981
2.9 0.998 1 0.998 2 0.998 2 0.9983 0.998 4 0.9984 0.998 5 0.998 5 0.998 6 0.998 6

3. 0.998 7 0.999 0 0.9993 0.999 5 0.999 7 0.999 8 0.999 8 0.999 9 0.999 9 1.000 0

注：表中末行为函数值 ^(3.0), ^(3.!),-•• ,^(3.9).



附表 2 t 分布表

附表 2 %分 布表

n
a

0.25 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005

1 1.000 0 3.077 7 6.313 8 12.706 2 31.820 7 63.657 4
2 0.816 5 1.885 6 2.920 0 4.302 7 6.964 6 9.924 8
3 0.764 9 1.637 7 2.353 4 3.182 4 4.540 7 5.840 9
4 0.740 7 1.5332 2.1318 2.776 4 3.746 9 4.604 1
5 0.726 7 1.4759 2.015 0 2.570 6 3.364 9 4.032 2
6 0.717 6 1.439 8 1.9432 2.446 9 3.142 7 3.707 4
7 0.7111 1.414 9 1.894 6 2.364 6 2.998 0 3.499 5
8 0.706 4 1.396 8 1.859 5 2.306 0 2.896 5 3.355 4
9 0.702 7 1.3830 1.8331 2.262 2 2.8214 3.249 8
10 0.699 8 1.372 2 1.812 5 2.228 1 2.7638 3.169 3
11 0.697 4 1.363 4 1.795 9 2.201 0 2.7181 3.105 8

12 0.695 5 1.356 2 1.782 3 2.1788 2.681 0 3.054 5
13 0.6938 1.350 2 1.770 9 2.160 4 2.6503 3.012 3
14 0.692 4 1.345 0 1.7613 2.144 8 2.624 5 2.976 8
15 0.691 2 1.340 6 1.7531 2.131 5 2.602 5 2.946 7

16 0.690 1 1.3368 1.745 9 2.119 9 2.5835 2.920 8

17 0.689 2 1.333 4 1.739 6 2.109 8 2.566 9 2.898 2
18 0.688 4 1.330 4 1.734 1 2.100 9 2.552 4 2.878 4
19 0.687 6 1.327 7 1.7291 2.0930 2.539 5 2.860 9
20 0.687 0 1.3253 1.724 7 2.086 0 2.528 0 2.8453
21 0.686 4 1.3232 1.720 7 2.079 6 2.517 7 2.8314
22 0.685 8 1.3212 1.717 1 2.0739 2.5083 2.818 8
23 0.6853 1.319 5 1.7139 2.068 7 2.499 9 2.8073
24 0.684 8 1.317 8 1.710 9 2.0639 2.492 2 2.796 9

25 0.684 4 1.3163 1.7081 2.059 5 2.4851 2.787 4

26 0.684 0 1.315 0 1.705 6 2.0555 2.478 6 2.7787
27 0.683 7 1.3137 1.7033 2.051 8 2.472 7 2.770 7

28 0.6834 1.312 5 1.701 1 2.048 4 2.467 1 2.7633
29 0.6830 1.3114 1.699 1 2.0452 2.462 0 2.756 4

30 0.682 8 1.310 4 1.6973 2.042 3 2.4573 2.750 0

40 0.681 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704

60 0.679 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660
120 0.677 1.289 1.658 1.980 2.358 2.617

OO 0.674 1.282 1.654 1.960 2.326 2.576
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附表

附表 3 X2 分布表

P(xl > X：(a))= a

a

n
0.995 0.99 0.975 0.95 0.90 0.75

1 0.001 0.004 0.016 0.102

2 0.010 0.020 0.051 0.103 0.211 0.575

3 0.072 0.115 0.216 0.352 0.584 1.213

4 0.207 0.297 0.484 0.711 1.064 1.923

5 0.412 0.554 0.831 1.145 1.610 2.675

6 0.676 0.872 1.237 1.635 2.204 3.455

7 0.989 1.239 1.690 2.167 2.833 4.255

8 1.344 1.646 2.180 2.733 3.490 5.071

9 1.735 2.088 2.700 3.325 4.168 5.899

10 2.156 2.558 3.247 3.940 4.865 6.737

11 2.603 3.053 3.816 4.575 5.578 7.584

12 3.074 3.571 4.404 5.226 6.304 8.438

13 3.565 4.107 5.009 5.892 7.042 9.299

14 4.075 4.660 5.629 6.571 7.790 10.165

15 4.601 5.229 6.262 7.261 8.547 11.037

16 5.142 5.812 6.908 7.962 9.312 11.912
17 5.697 6.408 7.564 9.672 10.085 12.792

18 6.265 7.015 8.231 9.390 10.865 13.675

19 6.844 7.633 8.907 10.117 11.651 14.562

20 7.434 8.260 9.591 10.851 12.443 15.452

21 8.034 8.897 10.283 11.591 13.240 16.344

22 8.643 9.542 10.982 12.338 14.042 17.240

23 9.260 10.196 11.689 13.091 14.848 18.137

24 9.886 10.856 12.401 13.848 15.659 19.037

25 10.520 11.524 13.120 14.611 16.473 19.939

26 11.160 12.198 13.844 15.379 17.292 20.843

27 11.808 12.879 14.573 16.151 18.114 21.749

28 12.461 13.565 15.308 16.928 18.939 22.657

29 13.121 14.257 16.047 17.708 19.768 23.567
30 13.787 14.954 16.791 18.493 20.599 24.478
35 17.192 18.509 20.569 22.465 24.797 29.054

40 20.707 22.164 24.433 26.509 29.051 33.660

45 24.311 25.901 28.366 30.612 33.350 38.291
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附表 3 %2 分布表

续表

n
0.50 0.25 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005

1 0.455 1.323 2.706 3.841 5.024 6.635 7.879

2 1.386 2.773 4.605 5.991 7.378 9.210 10.597

3 2.366 4.108 6.251 7.815 9.348 11.345 12.838

4 3.357 5.385 7.779 9.488 11.143 13.277 14.860

5 4.351 6.626 9.236 11.071 12.833 15.086 16.750

6 5.348 7.841 10.645 12.592 14.449 16.812 18.548

7 6.346 9.037 12.017 14.067 16.013 18.475 20.278

8 7.344 10.219 13.362 15.507 17.535 20.090 21.955

9 8.343 11.389 14.684 16.919 19.023 21.666 23.589

10 9.342 12.549 15.987 18.307 20.483 23.209 25.188

11 10.341 13.701 17.275 19.675 21.920 24.725 26.757

12 11.340 14.845 18.549 21.026 23.337 26.217 28.299

13 12.340 15.984 19.812 22.362 24.736 27.688 29.819

14 13.339 17.117 21.064 23.685 26.119 29.141 31.319

15 14.339 18.245 22.307 24.996 27.488 30.578 32.801

16 15.338 19.369 23.542 26.296 28.845 32.000 34.267

17 16.338 20.489 24.769 27.587 30.191 33.409 35.718

18 17.338 21.605 25.989 28.869 31.526 34.805 37.156

19 18.338 22.718 27.204 30.144 32.852 36.191 38.582

20 19.337 23.828 28.412 31.410 34.170 37.566 39.997

21 20.337 24.935 29.615 32.671 35.479 38.932 41.401

22 21.337 26.039 30.813 33.924 36.781 40.289 42.796

23 22.337 27.141 32.007 35.172 38.076 41.638 44.181

24 23.337 28.241 33.196 36.415 39.364 42.980 45.559

25 24.337 29.339 34.382 37.652 40.646 44.314 46.928

26 25.336 30.435 35.563 38.885 41.923 45.642 48.290

27 26.336 31.528 36.741 40.113 43.194 46.963 49.645

28 27.336 32.620 37.916 41.337 44.461 48.278 50.993

29 28.336 33.711 39.087 42.557 45.722 49.588 52.336

30 29.336 34.800 40.256 43.773 46.979 50.892 53.672

35 34.336 40.223 46.059 49.802 53.203 57.342 60.275

40 39.335 45.616 51.805 55.758 59.342 63.691 66.766

45 44.335 50.985 57.505 61.656 65.410 69.957 73.166
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附表 5 泊松分布表

附表 5 泊松分布表

OO

P(x》 =£
k=x

Xke~x
k!

力 A = 0.2 A = 0.3 A = 0.4 A = 0.5 A = 0.6 A = 0.7

0 1.000 000 0 1.000 000 0 1.000 000 0 1.000 000 1.000 000 1.000 000

1 0.181 269 2 0.259 181 8 0.329 680 0 0.393 469 0.451 188 0.503415

2 0.017 523 1 0.036 9363 0.061 551 9 0.090 204 0.121901 0.155 805
3 0.001 148 5 0.003 599 5 0.007 9263 0.014 388 0.023 115 0.034 142

4 0.000 056 8 0.000 265 8 0.000 776 3 0.001 752 0.003 358 0.005 753

5 0.000 002 3 0.000 015 8 0.000 061 2 0.000 172 0.000 394 0.000 786

6 0.000 0001 0.000 000 8 0.000 004 0 0.000 014 0.000 039 0.000 090

7 0.000 000 2 0.000 001 0.000 003 0.000 009

8 0.000 001

力 A = 0.8 A = 0.9 A =1.0 A =1.2 A =1.5 A = 2.0

0 1.000 000 1.000 000 1.000 000 1.000 000 1.000 000 1.000 000
1 0.550 671 0.593 430 0.632 121 0.698 806 0.776 870 0.864 665

2 0.191208 0.227 518 0.264 241 0.337 373 0.442 175 0.593 994

3 0.047 423 0.062 857 0.080 301 0.120 513 0.191 153 0.323 324

4 0.009 080 0.013 459 0.018 988 0.033 769 0.065 642 0.142 877

5 0.001411 0.002 344 0.003 660 0.007 746 0.018 576 0.052 653

6 0.000 184 0.000 343 0.000 594 0.001 500 0.004 456 0.016 564

7 0.000 021 0.000 043 0.000 083 0.000 251 0.000 926 0.004 534

8 0.000 002 0.000 005 0.000 010 0.000 037 0.000 170 0.001 097

9 0.000 001 0.000 005 0.000 028 0.000 237

10 0.000 001 0.000 004 0.000 046

11 0.000 001 0.000 008

12 0.000 001

力 A = 2.5 A = 3.0 A = 3.5 A = 4.0 A = 4.5 A = 5.0

0 1.000 000 1.000 000 1.000 000 1.000 000 1.000 000 1.000 000

1 0.917 915 0.950 213 0.969 803 0.981 684 0.988 891 0.993 262

2 0.712 703 0.800 852 0.864 112 0.908 422 0.938 901 0.959 572

3 0.456 187 0.576 810 0.679 153 0.761 897 0.826 422 0.875 348

4 0.242 424 0.352 768 0.463 367 0.566 530 0.657 704 0.734 974

5 0.108 822 0.184 737 0.274 555 0.371 163 0.467 896 0.559 507

6 0.042 021 0.083 918 0.142 386 0.214 870 0.297 070 0.384 039

7 0.014 187 0.033 509 0.065 288 0.110 674 0.168 949 0.237 817

8 0.004 247 0.011 905 0.026 739 0.051 134 0.086 586 0.133 372

9 0.001 140 0.003 803 0.009 874 0.021363 0.040 257 0.068 094

10 0.000 277 0.001 102 0.003 315 0.008 132 0.017 093 0.031 828

11 0.000 062 0.000 292 0.001 019 0.002 840 0.006 669 0.013 695

12 0.000 013 0.000 071 0.000 289 0.000 915 0.002 404 0.005 453

13 0.000 002 0.000 016 0.000 076 0.000 274 0.000 805 0.002 019

14 0.000 003 0.000 019 0.000 076 0.000 252 0.000 698

15 0.000 001 0.000 004 0.000 020 0.000 074 0.000 226

16 0.000 001 0.000 005 0.000 020 0.000 069

17 0.000 001 0.000 005 0.000 020

18 0.000 001 0.000 005

19 0.000 001
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附表

附表 6 符号检验临界值表

本表列出了满足pO+2c)Wa的临界值

n
a

n
a

0.01 0.05 0.1 0.01 0.05 0.1

5 28 21 19 18

6 6 29 22 20 19

7 7 6 30 22 20 20

8 8 7 7 31 23 21 20

9 9 8 7 32 24 22 21

10 10 9 8 33 24 22 21

11 10 9 9 34 25 23 22

12 11 10 9 35 25 23 22

13 12 10 10 36 26 24 23

14 12 11 10 37 26 24 23

15 13 12 11 38 27 25 24

16 14 12 12 39 28 26 24

17 14 13 12 40 28 26 25

18 15 13 13 41 29 27 26

19 15 14 13 42 29 27 26

20 16 15 14 43 30 28 27

21 17 15 14 44 31 28 27

22 17 16 15 45 31 29 28

23 18 16 16 46 32 30 28

24 19 17 16 47 32 30 29

25 19 18 17 48 33 31 29

26 20 18 17 49 34 31 30

27 20 19 18 50 34 32 31
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附表 7 秩和检验临界值表

附表 7 秩和检验临界值表

P(W ca) = a

注：(1)有两个样本，威尔科克森秩和检验临界值表中的秩和 w是容量比较小的那一个样本的秩和.用均表示容量比较

小的那一个样本的样本容量，用的表示容量比较大的那一个样本的样本容量 . 令j= +1)- Cl-a,其中乳 =物 +物,
则P(W》Ca)= a.

n2 a %

3 4 5 6 7 8 9 10

2 0.05 — — 13 15 17 18 20 22

0.025 — — — — — 19 21 23

3 0.05 15 18 20 22 25 27 29 32

0.025 — — 21 23 26 28 31 33

0.01 — — — — 27 30 32 35

0.005 — — — — — — 33 36

4 0.05 — 25 28 31 34 37 44 43

0.025 — 26 29 32 35 38 46 45

0.01 — — 30 33 37 40 47 47

0.005 — 一 — 34 38 41 49 48

5 0.05 — — 36 40 44 47 51 54

0.025 — — 38 42 45 49 53 57

0.01 — — 39 43 47 51 55 59

0.005 — — 40 44 49 53 57 61

6 0.05 — — — 50 55 59 63 67

0.025 — — — 52 57 61 65 70

0.01 — — — 54 59 63 68 73

0.005 — — — 55 60 65 70 75

7 0.05 — — — — 66 71 76 81

0.025 — — — — 69 74 79 84

0.01 — — — — 71 77 82 87

0.005 — — — — 73 78 84 89

8 0.05 — — — — — 85 90 109

0.025 — — — — — 87 93 109

0.01 — — — — — 91 97 113

0.005 — — — — — 93 99 115

9 0.05 — — — — — — 105 111

0.025 — — — — — — 109 115

0.01 — — — — — — 112 119

0.005 — — — — — — 115 122

10 0.05 — — — — — — — 128

0.025 — — — — — — — 132

0.01 — — — — — — — 136

0.005 — — — — — — — 139
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